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Elipsoida ziemska 

Justyna Chojnacka, Grzegorz Karwasz 
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Fot. l. (Pozioma) powieruhnia morza jest 
prostopadla do murarskiego ,.pionu". Kulka 
położona ną poziomej płaszczyżnie pozostaje 
w spoczynku. Pion wskazuje kierunek wy
padkowej siły grawitacji i odśrodkowej siły 
bezwładności. a pnionUca p:nvierzcJuUę sta
łego potencjału grawitacyjnego (linia brzego
wa w tle to port w GdaJisku, a czamy Ie wy 
margines to pionowa futryna okna) 

Podsumowuj ąc, Kopemik zagadnienie kulisto ści Ziemi łączy z problemem 
wody oblew<l]ącej lądy i ze śro dkiem ciężko ści Ziemi . Intuicja. jak wykażemy 
dalej, genialna! 

Kłopoty z zegarem 

Jak wiadomo, okres wal1adl a fizycznego zależy od wartości przyspieszenia 
ziemskiego, dlatego teżprecyzja zegarów była kluczowa w pomiarach g. 

Już w średniowieczu budowano niezłe zegary. Takim jest zegar na Ratuszu 
w Pradze i taki Jest w Kościele Mańackim w Gdansku. W zegarach tych spada
j ące wolno ciężarki napędzały system kół zębatych a poprzez nie wskazówki,. 
figurki, kalendarz i resztę m echanizmów. Oczywiście, taki zegar nie mógł być 

idealt1ie dokl adtly 

Fot. 2. Zegftr astronomiczny 
z Pragi (141011490) i z Kościoła 
Mariackiego w Gdal><ku (1470, 
Hans Diilu>ger). Zegary budo
wane przed odkryciem przez 
Galileusza izochronizmu waha
dla matematycznego dokładne 
b,.O nie mogły. Zegar w Gdańsku 
zreko1><1luowany dzięki długim 
staraniom prof. fizyki Politech
nil<i Gdańskiej Andrzeja lanu
szajtisa 
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a-

 r-

i-

emskie jest mniejsze 

i   

Poprawka do przyspieszenia ziemskiego z powodu ruchu obrotowego Ziemi 

wynosi 0,0337 m/s
2
. Tymczasem standardowe przyspieszenie ziemskie wynosi 

9,7803 m/s
2
 22 m/s

2
 

poprawka   e-

niem Europejskiej Agencji Kosmicznej ESA, mniejsze przyspieszenie grawita-

jednak elipsoi-

wypadkowej  k-

tach globu wypadko-

wej 

e-

mi nie jest  

pewnego znanego schematu. a-
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, 

powierzchni stycz

dla kuli  ziemskiej to w-

czas wektor Q  

 

graficznie   poziomie. 
 

 

Rys. 4. 

Q  stycznej do powierzchni Ziemi  

 

Jak 

stycz o-

wierzchnia  elektrycznym.  

o-

potencja Ep w polu grawitacyjnym (lub elektrostatycznym) 
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i F  masy punktowej (lub 

punktowego).  

  Ep = GMm/r (1) 

i 

  F = GMm/r
2
 (2) 

gdzie M m 

umieszczonego w tym polu, G , a r  

 

potencjalnej po zmiennej r (ze znakiem minus). 

  F = dEp /dr (3) 

y = 1/x jest funkcja y = 1/x
2

 

w (1) a-

wi ujemna  , 

w kierunku r r i (wynosi zero dla r = . 

 
Mamy  potencjalnej 

m W 

 W = Fs (4) 

gdzie s 

frag-

ment  

s  

 W F ds (5) 

 

 F = dW/ds (6) 

W w-
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w to znaczy 

rys. 5. 

w kierunku  
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Rys. 5 Aby się w gótaclt nie zmę
cz>", należy cbodzić wzdłuż pozio
mic. Wzdłuż poziomic nie wznosi
my się ani w górę ani w dóL nie 
zmienia się więc nasza en~Tgia po
teucjalna. Rzeki natomiast płyną 
w kierunku największego spadku -
prosłof"dle do poziomic i 111m gdzie 
są one najgęS<:ieJ ułożone (Courtesy: 
Wyd. Witaliskil 

Możemy podsumować nasze dotychczasowe rozwazania. Między silą a energią 
(łub analog~cznie: między natężeniem poła a p otencjałem) zachodzi następujący 
związek: 

natężenie poła (dla pola grawitacyjnego nazywane też przyspieszeniem 
grawitacyj nym) jest prostopadle do powierzchni ekwipotencjalnych i jest 
zawsze zwrócone w stronę mai ej ącego po ten ej alu. 

Przepiękny wzór znaj dziemy np. \V WJ'kladach R. Feytun ana: natężenie pola E jest 
gradi entem potencjału f' (ze z.nalciem minus: natężenie pola ma kierunek .spadku. po
tencj al u) 

E=-gradV=-VV (7) 

gdzie pog:JUbione E i pogrubi ony operator na\~ b. przypominają. że zamieniamy pole 
skalarne ( czyli potencj a!) na pole wektorO\ve ( czyli natężenie pola) . 

W pokoju powierzchnią stalego potencj ału grawitacyj nego (powierzchnią 
ekwipotencjalną) jest poziomo ustawiony stół. Kropla wody pozostaje na nim 
w równowadze, nie spływa. 

Aby więc po "kuli ziemskiej " nie przelewały się kilometrowe fale, jej po
wierzchnia musi być powierzchnią stałego potencjału grawitacyjnego. Rozu
miemy więc rys. 4 w nowy sposób: elipsoida jest powierzchnią ekwipotencj alną 
wypadkowego pola siły grawitacji i sily odśro dkowej bezwładności. Jak wyglą

da powierzchnia ekwipotencjalna w wirującym akwarium z wodą znaj duj ącym 
się w stałym, pionowym polu grawitacyjnym pokazuje fot. 6. 
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Fot. 6. Na cząstki zttajdujące się no po
wierzcłuU swobodnej w wilującym akwarium 
działa sila grawitacji i sila odśrodkowa bez
wladt\Ości. Powierzchnia wody, w ptofilu 
parabolo, jest w .kożdym punkcie ptasiopadła 
do wypadkowej tych dwóch sil. Powierzchnia 
wodyjest powierzchnią ekwipotencjalną 

Jakie rozmiary ma elipsoida b ędąca p owierzchnią ekwipotencjalną na wiru
j ącej kuli o rozmiarach i masie Ziemi wyliczymy w drug~ej części artykułu. 

L ite1-:. tur:l 

[l) Dovide C astelvecchi. The Geoid: Why a map oj Emth~ g~·avit_r y ields a potato
shaped planet, Scientific American, 01 .04.2011 http://blogs.s<ientificam ericon.com/ 
observations/20 l l /04/0 l /!he-geoid-why-o-m a p-o f- earths-gravity-yields-a-potato
'J>apecl-planet/ 

[2) W. Niedzicki, Geoida, Ambemet, http:/Avww. am bemet.pl/Filmy.php#Geoida, 
zob. też: http://dydaktyko.fizyka.wnk.pl/Physics_is_ftulimovies/geoidal .mpg 

[3) R. Dmowska, Fi=yka skorupy i wnęn·=a Ziem i, w: EncJ>Idopedia Fi=yiO Wspól
c=esnej, PWN, Warszowal973, s. 8!:5 

[4] M. Kopernik, O obrotach cial niebieskich. tltun. L.A. Birkemn ajer, Wydawnictwo 
ZakładNarodowy \m. Ossalit\skich, Wrocław 2004, Księga pierwsza, s. 3 :5-40 

Część II 

Elipsoida ziemska 

Na rozważaniach o powierzchniach ekwipotenq alnych i gradientach pola gra
witacyjnego problemy z powierzchnią Ziemi dopiero się zaczynają. Potrafimy 
obliczyć powierzchnie ekwip otencjalne dla ładunku Oub masy) punktowej lub 
masy kulistej : są to po prostru powierzchni e sferyczne. Aj ak jest w przypadku 
elipsoidy? Dokładne rozwiązanie wymaga złożonych metod matematycznych, 
ale daje się modelowo uprościć. 

Czym j est elipsoida? Widziana z bieguna jest to kula o promieniu bieguno
wym,.,, z dodatkową masą skupioną głównie w strefie równikowej (rys. 1). 
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Rys. l. Elipsoidę, w dużym przybliżeniu, ale akceptow•lnym dla obliczenia polencjalu, możemy 
uważać za kulę o promieniu biegunowym r11 z dodatkową masą w postaci pierścienia dookoła 
równika 

Potenqał jest wielkością addytywną, możemy więc potencjał grawitacyj ny 
na biegunie obliczyć jako sumę p otencj ału pochodzącego od kuli o promieniu r0 

i po tencjału piedcienia o m asie wynikającej z różnicy mas elipsoidy i kuli 
o protmemu r,. 

Z danych geograficznych znanty pr01meń biegunowy 1 równikowy Zietm 
(ten ostatni większy o 21 km ) oraz średnią gęstość Ziemi ' - 5, 515 g/cnl (taką 
gęstosć, pośrednią między gęstości ą żelaza a gęstością granitu, ma na przykład 
minerał piryt FeSl)· W obliczeniach przyjmiemy 5- 6 cyfr znaczących. z przy
czyn, które będąjasne na koricu artykułu). Oto dane wyjściowe: 

rr = 6,378245 · 106 m -promiet1 równikowy Ziemi, 

r, = 6, 356752 · 106 m-p:romiet1 biegunowy Ziemi, 

Pz = 5, 515 · l 03 k~ - średnia gęstość Ziemi, 
m 

Mz= 5,9741 · 102
' - masa Zietni (dla sprawdzenia poprawno ści rachunków), 

ml . - · 
G= 6,67428-10- 11--l - stała grawttaq t. 

kg · s 

l. Potencjał grawit acyj ny dwóch kul o promieniach równych pronuentowt 
biegunowemu alb o równikowemu, odpowiednio, ro alb o r •. 

'Nie znamy dokładnych gęstosc1 zewnętrznych W!llSłw Zie nu (na pewi\D Więcej niż 3 g/cm'). 
W zerowym przybliżeni\1 przyjmujemy S.ednią gęstośc Ziemi (5,5 g/cm'>. co daje poprawkę 
nieco za dużą- Dopiero przyjęcie .mniejszej gęstośd zewnętrznych wustw Ziemi, mniej więcej 
jak prawdopodobna gęstośc płaszcza (3,3- 3,6 g/cm') pop••wia zgod!10ść obliczonej powierzcllni 
ekwipotencjalnej z rzeczywi<tymi rozmiaruui elipsoidy ziemskiej . 
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nie b  

 

Przyspieszenie od  

  a = 
2
R, (3) 

gdzie 
2

T
 , a R  

od
1
  

  2 21

2oV R   (4) 

R 

przyspieszeniu a.  

Dla Ziemi T = 23 h 56 min (nie 24 5 rad
7,28877 10

s
. 

Vo   

u od a  

grawitacyjnego: 

2
6

2

m
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s
oV . 
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nia 
2 2 ,b rr r  

a) rb) 

wynosi  

  
1

22 2( )

P
pb

r b

M
V G

r r
 (5) 
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4 2 4 3 Mp = Pz · 3 n ·r, -13 - Pz · }mb Po podstawieniu dattych liczbowych 

»Jb.$tt Z'UIIti-~Jip:wida masa Zinó- kN.li 

otrzymujemy M p = 4. 017678 ·I011kg, czyli mme.J niż l% masy całej Ziemt. 

Podstawiaj ąc masę pierścienia do wzom (5) wyznaczamy wattość poprawki do 
p o ten ej al u 

-- ? . 6 m l v,. - 0, -9778 lO l . 
s 

UwzględniaJąc tę elipsoirdalną poprawkę otrzymujemy warto ść potencjału 
Ziemi na biegunie: 

7 6 1 m1 

V..r = - 6, 22715 · lO - O, 29778-10 = - 6,35693-10 -
1
-

~~ s ' ... 
b) Poten.:jał piedcienia (poprawka elipsoidalna na brakujące' czasze biegu

nowe, zob. tys. 2) dl a kuli o promieniu r,: 

R:f.'. 2 Elipsoida widziana z równika, to kula o pro
mieniu tównikowym r, od której odjęto dwie czapy 
nad biegunami. Brakujące czapy zastępujemy w obli
czemach równoważnymi ,y·eumymi masami umiesz
czonymi na biegunach 

· Stosujemy takie prz)bliżenie p=z aualogię z elekhostatyi<ą . leśli jakieś cia!o jest w swej obję
łoSet Jedoorodtue naładowane elekh)<znie, a pewlUI jego część jest elekh)<zrue obojębut, to może
my oblicZ)'Ó potencjał wywołany takim ładunkiem przyjmując, że całe cia!o jest naładowane, po 
czym odjąć prz)"zyoek od części nienaładowanej zakladając, Z. dodatkowo ta część jest naładowa
na przeciwnie. Brakująca masa na ·czaszach biegunoW)"h elipsoidy. w potóMUUliu do kuli o pto
tnieniu tóWllikowym (czyli większym niż biegunowy) to jakby "ujemna" masa !)"h czasz. 
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7 7 7

, 2

m
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s
r pr

r g

V V

V  

 

dodatkowo 

Vr Ziemi elipsoidy wynosi na 
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2
7 7 7

2

m
6,254367 10 0,010806 10 6,26517 10

s
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V V
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w takim oszacowaniu 

e-

 

 a-

 e-

 

Vb, Vr,g oraz Vo rr 

i rb
2
 

                                                      
* n  
2 

ab =Vb/rb, a ar = Vr,g/rr+2Vo/rr  
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2
 i 9,843 m/s

2
o-

 

a-

nia  

 o-

sumy  

e-

powierzchni Zie   

Przyspieszenie grawitacyjne   je-

przyspieszenie grawitacyjne jest tam mniejsze, jak 

Przedstawione obliczenie poprawki do powierzchni ekwipotencjalnej wynikaj

 

Dodatkowe, lokalne poprawki dla ustalenia referencyjnego, grawitacyjnego 

geoidy

 

powierzchni. Z kolei, p n-

o-

d k-

kimi. Europejska Agencja Kosmiczna (ESA) stwierdza: 

morze wybrzusza s . 

y-

i 

ita o-

 

100 m, +80 m, w rejonie Oceanu Indyjskiego i Islandii, odpowiednio. 

Paradoksalnie, w e-

biega pod 
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morza3
. Na ósmą cy frę znaczącą lokalnej sily grawitacji ma wpływ rozmiesz

czenie wieżowców w otoczeniu badanego punktu, zob. [l ]. 
Rozważania o Ziemi oblanej morzami i powierzchniach ekwipotencjalnych 

wyjasniaj ą nie tylko spóżnianie się zegarów na równiku i elipsoidalny kształt 
naszego globu, ale potwierdzają ruch obrotowy Ziemi. 

. 
/ ·- l 

' ; #/ Jj' ' i;, ,. 'J . ... 
. - ' . 

~-
Podziękowania 

Fot. l. Wbrew l'OZJXlWS'Zechnionym. a niepełnym cytowaniem, napis na 
JXlmniku w TofUluu glosi ,,Ruszy! Zienuę, wstrzymał Słońce i 11iebo". To 
włamie wilujące niebo, ,,którego rozmiarów nie znamy, a być może znać 
nie możeruf [4], nieJXlkoiło Mikołaja Kopenrika pięćset lat tenm (JXl
W'Sianie Ko:mmtar:a jest datowane gdzieś nuędzyrokiem 1510 a 1514) 

Autorzy dziękują panu redaktorowi Witoldowi Zawadzkiemu za wnikliwą lek
turę rękopisu i cenne uwagi. 

L itn·a tur:l 

[l) Ew:opej skaAgen cja Kosmiczna, http://www.e sa.intlim agesiC2 _ gravity _ crop.jpg 
[2) R .H. Steward, ln b·oduction to Physical Oceanography, 

http; //oceamvorld.tamu .edulresources/ocng_textb ooklchapterl 7/chapterl7 _04.htm 
[3) Irving Michelson, Tides ' Tortured Theory ,. Btdettin of the Atomie Sci entists, March 

1974, zob. http://booh.google.com 
[4) M. Kopemik, O obrotach c ial niebieskich, tlunt. L.A Birkenm ajer, Wydawnictwo 

ZakładNarodowy im. Ossalitiski ch, Wrocław 2004 

' Amplituda plyw<iw oceaniczn::,<:h określona z jXltencja!u grawitacyjnego· i JXllencja!u do
ŚIOdkowego jest 1ądu metrów, więcej niż rzeczywiste pływy na otwartym oceanie . Decydujący 
wpływ na wielkość pływów mają zjawiska mecha>uki ciec:y [2]. 

ZagadJuenia pływów oceaniczn::,<:h próbowali rozwiązywac najW)bibliejsi ucze1u od Sir Ne
wtolUI przez Markiza de Laplace 'a do Lorda Kelvina [3], a na n-. t wielki JXll<ki matematyk 
i ftlozof eJXlki romantyzmu Józef Maria Hoene Wroński. Żaruternu z nich tak do końca się to rue 
udało. więc my nie b~dziemysię tego runvet podejmować_ . 
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