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Cze$¢ I — zadania dla gimnazjalistow
Kinematyka

1.1. Gajowy i pies

Gajowy wraca rownym krokiem, z predkoscia 5 km/h z patrolu w lesie do swojej lesniczowki
odlegtej o 500 m. W czasie powrotu do domu jego pies, ktory siedzial w tym czasie w
lesniczowce, biega caty czas od lesniczowki do swojego pana i z powrotem z predkoscia 18
km/h dopdty, dopoki gajowy nie dojdzie do domu. Jakg drogg pokona pies zanim gajowy
dojdzie do swojej lesniczowki?

Podpowiedz I Wypisac¢ dane, ktore znamy z zadania.
ROZWIAZANIE

Odlegtos¢ gajowego od lesniczowki wynosi: L = 500 m
Predkos¢, z jaka biega pies wynosi: v, = 18km/h
Predkos¢, z jaka gajowy wraca do domu wynosi: vg = Skm/h

Podpowiedz 2 Jak diugo biegnie pies? Jak dlugo bedzie biegl pies od lesniczowki do
gajowego i z powrotem?

ROZWIAZANIE
Tak dtugo, jak dtugo bedzie wracat do lesniczowki gajowy.

Podpowiedz 3 Czas wedrowki gajowego. Sprobuj obliczyé, jak diugo bedzie szedt gajowy do
swojej lesniczowki.

ROZWIAZANIE

Czas wedrowki gajowego do swojej le$niczowki jest taki sam, jak czas, w ktorym pies
biegnie od le$niczowki do gajowego i z powrotem.
Zatem:
ty=t, =t
Mozna wigc obliczy¢, jak dtugo gajowy bedzie szedt do lesniczowki:

t=—

Vg

Podstawiajac do wzoru warto$ci liczcbowe mamy:
0,5km
t=—m
T
Podpowiedz 4 Droga, ktorg pokonat pies zanim gajowy doszedt do swojej lesniczowki.
Jakq droge przebiegt pies w czasie 6 minut?

ROZWIAZANIE

Wiemy, jak dtugo i z jaka predkoscia biegnie pies. Zatem drogg, jakg przebiegnie liczymy ze
wzoru:

= 0,1h = 6minut

s =Vt
Podstawiajac dane liczbowe mamy:
km
Sp = 187 -0,1h = 1,8km

Odpowiedz
W czasie, w ktorym gajowy szedt do le$niczowki, pies przebiegt 1,8 km.



1.2. Srednia predko$é samochodu

Predkos$¢ samochodu na stromej rowni pod gorg jest rowna v; = 30 km/h, a przy zjezdzie z
niej predkosé ta jest rowna v, = 90 km/h. Jaka jest $rednia predkos¢ tego samochodu?

Podpowiedz I Czas potrzebny do wjazdu i zjazdu z rowni. Samochdd przebyt takq samq droge
w pierwszym i drugim przypadku, czyli jak wjezdzal i zjezdzal z rowni. Zatem s; = s; ='s

ROZWIAZANIE

Czas 1 potrzebny do jazdy pod gore bedzie liczony ze wzoru:
t1 = U_l
Czas t, potrzebny do zjazdu z réwni liczony bedzie ze wzoru:
s
tZ = U_Z
Podpowied? 2 Srednia predkos¢ samochodu. Nalezy pamietaé, e Srednia predkosé
samochodu to nie srednia arytmetyczna predkosci vy oraz v,.

ROZWIAZANIE

Srednia predkosé to catkowita droga przebyta przez samochod podzielona przez catkowity
czas trwania ruchu.
As  2s 2s 2 2un,

A 4t S5 1 1 p+tv
1+t v1+v2 4 4= 1 2

Vsr

Podstawiajac dane liczbowe mamy:
_(2-30-90)km
Y = T30 + 90)h

Srednia predkos¢ samochodu jest réwna tylko 45 km/h. Jest wice blizsza dolnej predkosci, z
jaka porusza si¢ samochdd.

= 45km/h

W naszym przypadku (kiedy droga w gore i w dot jest taka sama) mozna pokazacé, ze:
Vg — Vg _ ﬂ
V2 = Vg B L)

Zatem:

30km/h 1

90km/h~ 3
Uwaga: Zadanie sugeruje natychmiastowa odpowiedz, ze $rednia predko$¢ wynosi 60 km/h
($rednia arytmetyczna z obu warto$ci). Oczywiscie jest to mylna odpowiedz. Prowadzenie

samochodu z predkoscia 30 km/h pod gorke wymaga trzy razy wigcej czasu niz sprowadzenie
go na dot z predkoscia 90 km/h!

Odpowiedz
Srednia predko$é samochodu wynosi 45 km/h.



1.3. Obserwacja samolotu

W odleglosci / od okna o szerokosci d siedzi obserwator samolotu. Obserwator widzi samolot
w oknie przez czas t. Jesli zalozymy, Zze samolot leci ze stala predkoscig v, to w jakiej
odlegtosci /; od samolotu znajduje si¢ obserwator?

Rozwigzaé¢ zadanie dla wartosci: /=1 m, d =50 cm, t=3s, v=340 m-s™.
Podpowiedz 1: Obraz sytuacji. Narysuj obraz sytuacji.

ROZWIAZANIE
Rysunek:

Podpowiedz 2: Tor samolotu. Jakg droge pokona samolot od czasu pojawienia si¢ w oknie, do
chwili gdy obserwator straci go z oczu?

ROZWIAZANIE
Drogg przebyta przez samolot policzymy ze wzoru:
s=vt

Podpowiedz 3: Odleglos¢ od obserwatora. Odlegtos¢ samolotu od obserwatora policzymy
korzystajgc z wlasnosci trojkqtow podobnych.

ROZWIAZANIE
Z powyzszego rysunku wynika, ze:

I x+1
d- s
x+1l=1
Aby znalez¢ odleglos¢ /; nalezy policzy¢:
s vt
L=x+1= - d
Podstawiajac dane liczbowe (4 = 50 cm = 0,5 m) mamy:
(1-340-3)
1= Tm = 2040m

Odpowiedz
Samolot znajduje si¢ w odlegtosci 2040 m od obserwatora.



1.4. Tramwaj

Tramwaj zaczyna jecha¢ ze statym przyspieszeniem a =0,3 ms>. W jakim czasie tramwaj
pokona dziesigty metr trasy? Jaka jest predkos¢ tramwaju po przejechaniu dziesigciu metroéw?

Podpowiedz 1: Tor ruchu jednostajnie przyspieszonego. Sprobuj ustali¢, jaka jest droga w
ruchu jednostajnie przyspieszonym oraz czas.

ROZWIAZANIE
Wzor na drogg w ruchu jednostajnie przyspieszonym ma postac: s = éatz,

gdzie s to odleglos¢, jaka pokonat tramwaj, a to przyspieszenie, natomiast ¢ to czas trwania
ruchu.

. . . . . 2s
Przeksztatcajac ten wzor mozna wyznaczy¢ czas trwania ruchu: t = |[—

Podpowiedz 2: Czas migdzy dziewigtym a dziesigtym metrem. Zastanow sig, co oznacza fakt,
ze bierzemy pod uwage tylko dziesigty metr podrozy. Jak diugo tramwaj bedzie mijat dziesiqty
metr? Jak diugo zajmie mu dotarcie do konca dziewigtego metra i jak diugo bedzie jechat do
konca dziesigtego metra?

ROZWIAZANIE

Dziesigty metr to w zadaniu odleglo$¢ miedzy dziewigtym i dziesigtym metrem, a nie caty
dystans, jaki pokonat tramwaj.

WprowadZzmy oznaczenia: so=9 m, sjo= 10 m.
Podobnie, wprowadzamy oznaczenia czasu dla tych odlegtosci:

to- czas przejechania dziewigciu metroéw, tio- czas przejechania dziesigciu metrow.

Zatem: tg = ’%, tio = ’25710

Podpowiedz 3: Oblicz czas, w jakim tramwaj pokonuje dziesiqty metr trasy.
ROZWIAZANIE

Czas podrézy tramwaju w trakcie dziesigtego metra calej trasy, to réznica czasu potrzebnego
na pokonanie dziesigciu metréw oraz dziewigciu metrow:

2550|259 [2-10 2.9
At=t10—t9= T— 7= 03 S — 03 s=042s

Podpowiedz 4: Jaka jest predkosc tramwaju na dziesigtym metrze trasy?
ROZWIAZANIE

Predkos¢ w ruchu jednostajnie przyspieszonym liczymy ze wzoru:

2s m
v=aty=a % =/2s10a=210-03—=24m/s

Odpowiedz

Czas, w jakim tramwaj pokonuje dziesiaty metr drogi wynosi 0,42 s, natomiast predkos$¢ po
przejechaniu dziesigciu metrow wynosi ok. 2,4 m/s.



1.5. Jadacy pociag

Pocigg towarowy o dtugosci L = 120 m porusza si¢ z predkoscig v = 307. Ile czasu zajmie
pociagowi minigcie:

a) stupa wysokiego napigcia? b) peronu kolejowego o dtugosci d = 50m?

Podpowiedz 1: Droga lokomotywy. Pomysl, jakg droge musi przeby¢ lokomotywa, by mingé
stup wysokiego napigcia lub peron kolejowy? Narysuj schemat sytuacji w obu przypadkach.

ROZWIAZANIE

a) Zakladamy, ze szeroko$¢ stupa jest niewielka w stosunku do dhlugosci pociggu.
Lokomotywa przebyta catg dlugo$¢ pociagu i mineta stup wysokiego napigcia.
-

Podpowiedz 2: Uplyw czasu. Sprawdz czy zmienne wyrazone sq w podstawowych jednostkach
ROZWIAZANIE
Predkos¢ lokomotywy w podstawowych jednostkach wynosi:
y=30 g3
h s
Pozostate warto$ci wyrazone sa w jednostkach podstawowych.

Czas to stosunek przebytej drogi do predkosci pociagu. Zatem

a)t; == =25 = l44s
b) t, =¥=%s =20,4s

Odpowiedz
Pociag towarowy minie shup wysokiego napigcia w czasie 14,4 s, a peron w czasie 20,4 s.



1.6. Lodka

Z miasta A do miasta B pod prad rzeki ptynie t6dka i wraca z powrotem do miasta A.
Predkos¢ todki v wzgledem wody w obu przypadkach jest rowna 4 km/h, a predkosé pradu
rzeki wynosi 1,6 km/h. Oblicz stosunek czasu potrzebnego na przeptynigcie 10dki z miasta A
do miasta B i z powrotem do czasu potrzebnego na przeptynigcie tej samej odlegtosci po
jeziorze.

Podpowiedz 1 Wypisz dane, ktore znamy z zadania.
ROZWIAZANIE:

v =4km/, predkosé 16dki wzgledem wody

r=16km/ , bredkosé pradu rzeki

t - czas potrzebny na przeptyni¢cie z miasta A do B i z powrotem
t’- czas potrzebny na przeptynigcie tej samej odleglosci po jeziorze
t/t'=?

Podpowiedz 2a: Predkosé, z jakg plynie todka z miasta A do miasta B. Wykonaj rysunek
pokazujgcy ruch todki i zaznacz na nim obie predkosci, czyli predkosc todki wzgledem rzeki i
predkosc prgdu w rzece. Wyznacz predkosc todki wzgledem brzegu. Zastanow sie, w jakim
czasie todka pokona odleglos¢ miedzy miastami A i B.

ROZWIAZANIE:

>
o |- -

Zaktadamy, ze odleglo$¢ migdzy miastami A i B wynosi s km. Predkos¢ todki wzgledem
brzegu mozna obliczy¢ jako roznice predkosci todki wzgledem wody i predkosci pradu rzeki:
V1 =v—r
Lodka pokona odleglo$¢ s w czasie:
s s

t1=—=
1% v—r

Podpowiedz 2b: Predkosé, z jakg todka plynie z miasta B do miasta A.

Wykonaj rysunek pokazujgcy ruch todki z miasta B do miasta A i zaznacz predkosé todki
wzgledem rzeki oraz predkos¢ nurtu vzeki. Wyznacz predkosé todki wzgledem brzegu.
Nastgpnie wyznacz czas, w ktorym todka przeplynie odlegtos¢ miedzy miastami B i A.

10



ROZWIAZANIE:

Predkos¢ todki wzgledem brzegu jest suma predkosci 1odki wzgledem rzeki i predkosci pradu
rzeki:
Vy=v+r
Tym razem todka przeptynie odleglos¢ s w czasie rownym:
s s

t, =—=
2 v, v+r

Mozemy wyznaczy¢ wige czas potrzebny na pokonanie odleglo$¢ z miasta A do B i z

powrotem:
s s 1 1 2v
t=t;+t,= + =s< + )= s
v—r v+r v—r v+r 2 — 52

Podpowiedz 3: Wyznaczenie czasu. Wyznacz czas potrzebny na przeplynigcie przez todke
odlegtosci 2AB z predkoscig v.

ROZWIAZANIE:
Na jeziorze t6dka przeptynie odlegtos¢ 2s z predkoscia v w czasie:
, S s 2s
t=—+=—=—
v v v
Stosunek czasu potrzebnego przeptynigcia odlegtosci 2s po rzece i na jeziorze:

2v

szz_szs_ v? __1
Py 2s 2 — g2 1 72
v vz
Podstawiamy wartosci liczbowe:
t 42 16
1,19

U 42-162 1344

Odpowiedz

Stosunek czasu potrzebnego na przeptyniecie odlegltosci 2AB na rzece i po jeziorze jest
réwny:

2v
t_ pr—s28 v? 1 119
' 25 T pZ—gp2 rz2= T
v 1-2

11



Uwaga: Mimo, Ze wydaje sig, Ze todka plyngc po rzece raz z prqdem raz pod prgd nie

powinna traci¢ na czasie przeplynigcia, podroz po rzece zajmuje wigcej czasu niz

przeplyniecie tej samej odleglosci tam i z powrotem po jeziorze. Wynik liczbowy jest
2

niezwykle ciekawy: ten sam czynnik, 1 — :—2 wystepuje w skroceniu odleglosci (i wydtuzeniu

czasu) w szczegolnej teorii wzglednosci Einsteina.

1.7. Kometa Halleya

Okres obiegu komety Halleya wokot Stonca wynosi Tx = 76,02 lat. 20 kwietnia 1910 kometa
przeszta przez peryhelium w odlegtosci a, = 0,59 j.a. (1 jednostka astronomiczna to $rednia
odlegto$¢ Ziemi od Stonca, w przyblizeniu 150 mln km). Podaj dat¢ kolejnego przejscia
komety przez peryhelium. Kiedy zaobserwujemy nastgpne przejscie komety przez peryhelium
(z dokladnoscig do tygodnia)? Na jaka maksymalna odleglo$¢ od Stonca moze si¢ oddali¢
kometa Halleya?

Podpowiedz 1: Przejscia przez peryhelium. Przelicz okres obiegu komety na dni.
ROZWIAZANIE: Przejscie komety przez peryhelium

Tk =76,021at = 76 lat 7 dni. Po 20 kwietnia 1910 nastgpne przej$cie przez peryhelium
wypadto wigc 27 kwietnia 1986. Kolejne bedzie mozna zaobserwowac w pierwszym tygodniu
maja 2062 r. (taka doktadno$¢ w zupetnosci wystarczy, trzeba pamigtac, ze na wynik bedzie
mie¢ wplyw przyjeta dlugo$¢ roku - uwzglednianie lat przestepnych, wyniki moga wigc
r6zni¢ sie o jeden - dwa dni).

Podpowiedz 2: Odlegtos¢ w aphelium.

Zastanow sie, jak okreslic dlugos¢ wielkiej potosi orbity komety. Trajektorig jest elipsa. Jak
wykorzystac znajomosc dtugosci wielkiej osi? (Jak majq sie do siebie odleglosci w peryhelium
i aphelium?)
Dtugosc wielkiej potosi orbity. Diugosc wielkiej potosi mozemy okreslic¢ z Il prawa Keplera.
ROZWIAZANIE: Obliczenie odlegtosci w aphelium
Z 3. prawa Keplera obliczymy dlugo$¢ ax wielkiej potosi orbity komety wokot Stonca:

a T

ag ¢
Gdzie a, = 1j.a. to $rednia odlegto$¢ Ziemi od Stofica, a 77 = 1 rok to okres obiegu Ziemi.

Otrzymamy wigc:
2

T \3
ag = (m) = 17,95](1
Mamy tez: 2ax = a, + ap, gdzie a, to odlegto$¢ komety od Stonca w aphelium.
Stad a4, = 2ax —a, = 35,31 .a.

Odpowiedz

Po 20 kwietnia 1910 kolejne przejscie przez peryhelium nastgpito 27 kwietnia 1986, nastgpne
bedzie miato miejsce w pierwszym tygodniu maja 2062 roku.

Odlegtos¢ komety od Stonca w aphelium: a, = 35,31 j.a.
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Czes¢ 11 — zadania dla licealistow
Kinematyka

2.1.Wycieczka rowerowa Ani

Ania wyjechata na wycieczk¢ rowerowa. Na pierwszym odcinku drogi wspinala si¢ na
wzgorze w przyblizeniu ze stala predkoscia v — byla to jedna szosta calej trasy.
W kolejnym etapie podrézy (jedna trzecia calej trasy) jechata na prostym odcinku drogi i
podziwiata pigkne krajobrazy ze stala predkoscia v,. Pozostala czeg§¢ trasy pokonata
w przyblizeniu ze stata predkoscia v; .

a) Jaka jest $rednia predkos¢ na calej trasie, ktora pokonata Ania?

b) Jaka jest $rednia predkos¢ Ani w przypadku, gdy jedna szosta czasu zuzytego na pokonanie
calej trasy przejechata z predkoscia v, , jedng trzecig czasu - z pregdkoscia v, , a pozostaty czas
jechata z predkoscia vs ?

ki km ki
Rozwiaz to zadanie dla wartosci: v, = 107m ,V, = 207 ,Vy = 307m

Podpowied? 1 a) Srednia predkosé na trasie

W jakim czasie Ania pokonata kazdy odcinek swojej trasy? Jaki byt tgczny czas, w ktorym
pokonata calg trasg? Jak w przypadku catkowitej drogi i catkowitego czasu okresli¢ srednig
predkosé, z jakqg jechata Ania?

ROZWIAZANIE

Kolejne odcinki drogi oznaczamy przez: sy, 52 i s3. Prawda jest, ze:

N N N
SginTyinsg

Srednia predko$é to stosunek catkowitej drogi do catkowitego czasu, w jakim ta droga zostata
pokonana. Droge na kazdym odcinku liczymy ze wzorow:

S1 = vpty, Sz = Uty S3 = v3t3

Natomiast czas na kazdym odcinku drogi policzymy ze wzorow:
s S s, s s3 S

t=—=—", t=t=— =
YT T ey 27y, 3v, T w 2u

Srednia predkosc¢ jest zatem rowna:
s s 6v1V,V3

Thtttts S 4 S S T 3pu,+ 20,05 + Vv
BRI il T v 1V2 1V3 + VU3

Vsr

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy:

_ (6-10-20-30)km
(3-10-20+2-10-30+20-30)h

Uwaga: Narysuj wykres predkosci w funkcji czasu (f) = © = #3) oraz wykres predkosci

$redniej od czasu.

Vg =20km/h

13



v, — p——
T B, — vy,
¥ = 5 = 8,+s,+s,
L O ' A
0 & t, t t/h L th

Powierzchnia pod krzywa na obu wykresach jest rowna drodze pokonanej przez Ani¢ na
rowerze. Z wykresu jasno wynika, ze

Vsr = V2

Podpowied? 2 b) Srednia predkosé w drugim przypadku

Nalezy wyrazié calkowitq droge przebytq przez Anie. Sredniq predkosé ustalamy podobnie,
Jjak w poprzedniej czesci zadania.

ROZWIAZANIE

Niech s, 52, 53 beda odcinkami dtugosci trasy przebytej odpowiednio z predkosciami vy, va, v3
W czasie t1, i, t3 oraz niech ¢, bedzie catkowitym czasem trwania ruchu.

Z tresci zadania mamy zatem:

t :%;tz :%'ts :tz_c
Droga na kazdym odcinku wynosi wigc:
Vite Vatc V3tc
S1=S =T3S =
Srednia predkos$é jest obliczana w nastepujacy sposob:
b _sitsats; :v16tC+VZTtC+U32tC _n + 2v, + 3v;
r t. t. 6

Podstawiajac dane liczbowe mamy:
(10+2-20+3-30)
’l]r =
ST 6

m/, =23,33km/,

Odpowiedz

Srednia predko$é to calkowita droga przebyta w catkowitym czasie, w ktérym nastepuje
przemieszczenie si¢ ciata. W pierwszym przypadku jest ona inna niz w drugim.

(6:10-20-30)km km
a Ve = =20
) ST 7 (3-10-20+2-10-30+20-30)h /h

_ (10+2:20+3-30)km

b) Vs T= 23,33km/h

14



2.2. Jak dlugi jest basen?

Dwoch zawodnikow - Karol i1 Piotrek — brato udzial w turnieju ptywackim. Wystartowali w
tym samym czasie i kazdy z nich ptynat ze swoja stalg predkoscia. Karol byt lepszym
ptywakiem, wigc wyprzedzit Piotrka, wczesniej doptynat do konca basenu i zawrécit. W
drodze powrotnej znéw spotykat si¢ z Piotrkiem w odleglosci rownej 1/n dlugosci basenu od
linii startowe;j.

Jak dlugi jest basen?

Rozwigza¢ zadanie dla wartosci: s = 5 m (gdzie: s - odleglo$¢ miejsca pierwszego spotkania
si¢ chlopcoéw od linii startowej), n = 5.

Analiza:

Skupiamy si¢ na chwili, kiedy dwoch zawodnikéw si¢ spotkato. Napisz, jakie byly odleglosci
zawodnikow w tym momencie od punktu poczatkowego, zakladajac zaréwno nieznana
dtugo$¢ basenu jak i predkos¢ zawodnikow w wodzie. Odkryj prawdziwy, w obu
przypadkach, stosunek ich predkosci.

Podpowiedz 1: Pierwsze spotkanie Karola i Piotrka - stosunek predkosci
Oznaczmy diugos¢ basenu przez X .

Jaka catkowita odleglos¢ zostata pokonana przez Karola do pierwszego spotkania z
Piotrkiem? Jaka catkowita odleglos¢ zostala pokonana przez Piotrka do pierwszego
spotkania z Karolem?

Jaki jest stosunek drog obu zawodnikow?
Pamietaj, Ze bierzemy pod uwage czas, w ktorym te odcinki drogi zostaly pokonane.

ROZWIAZANIE

Zaktadamy, ze obaj zawodnicy poruszaja si¢ ze stalg predko$cia. Do pierwszego spotkania
zawodnikoéw (w czasie £) stosuje si¢ wzory:

wt=x+s,

gdzie:

vk predkosé, z jaka ptynat Karol

x+s droga, jaka pokonat Karol do chwili, gdy spotkat si¢ z Piotrkiem
vpt =x -5,

v, predkosé, z jaka ptynat Piotrek

x—s droga, jaka pokonat Piotrek do chwili, gdy spotkat si¢ z Karolem

Czas t, po uptywie ktorego Piotrek spotkat si¢ z Karolem jest taki sam dla jednego i drugiego
chlopca, bo wystartowali oni w tym samym momencie i ptyngli do chwili spotkania. Dlatego
tez stosunek catkowitej drogi, ktora zostata pokonana do pierwszego spotkania przez obu
chlopcow jest rowny stosunkowi predkoscei, z jakimi oni ptyneli:

v, XxX—35

VU T x+s
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Podpowiedz 2: Drugie spotkanie Karola i Piotrka — stosunek predkosci

Ponownie ocen, jaka catkowita odleglos¢ zostala pokonana przez Karola do drugiego
spotkania z Piotrkiem oraz jaka catkowita odleglosé zostata pokonana przez Piotrka do
drugiego spotkania z Karolem.

Jakie tym razem otrzymamy zwiqzki?

ROZWIAZANIE

Do czasu drugiego spotkania zawodnikow (w czasie ¢') Karol przeptynat dwie i n-ta czesé
dtugosci basenu, czyli:

vt' =2x +—x
n

W tym samym czasie Piotrek przeptynat jedng catg dtugosc basenu i odcinek dtugosci basenu,
w ktorym spotkat si¢ z Karolem (Karol w tym czasie przeptynat 1/n dlugosci basenu, a
Piotrek (n—1)/n dtugosci basenu):

n—1

r—
vt =x + X

Stosunek predkosci dwoch zawodnikow w tym przypadku bedzie wigc rowny:

n—lx 1_|_n—1

vp_x‘i‘ _2n-—-1

Vk 2x+%x 2+% n+1

Podpowiedz 3: Porownanie obu stosunkow predkosci

Porownujgc stosunek dwoch predkosci z pierwszego i drugiego spotkania mozemy obliczy¢
dtugosc basenu x.

ROZWIAZANIE

Porownujac predkosci w obu przypadkach mamy:
x—s 2n-1
Xx+s 2n+1

Mnozymy na krzyz:
(x=5)(2n+1) = (x+s)(2n—1)
2nx—2ns+x—s = 2nx+2ns—x—s
2x = 4ns
Zatem:
x=2ns

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy, ze:
x=(2-55ym=50m
Odpowiedz

Dlugo$¢ basenu wynosi 50 m.
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2.3. Srednia predko$¢ samochodu IT

Kierowca stara si¢ pokona¢ swoim samochodem wzgorze. Wjazd na wzgorze to dla kierowcy
odcinek drogi dtugosci s = 4,5 km. Ale samochod jest niestety stary, dlatego wjecha¢ na
km

wzgorze moze tylko z predkoscia v, = 457 .

Jak szybko musi zjecha¢ ze wzgorza, aby utrzymata si¢ jego predkos¢ srednia:

a) vy = 60km/h b) v, = 90km/h

Podpowiedz 1: Wypisanie danych, stosunek sredniej predkosci.

Wyrazimy sredniq predkosSé przez catkowitq odlegtosé oraz catkowity czas podrozy.

ROZWIAZANIE

Vp- $rednia predkos¢ samochodu,

s - droga mierzona w jedng strong,

t,- czas, w ktorym samochod wjezdza na wzgorze,

t,- czas, w ktorym samochod zjezdza ze wzgorza.

Srednia predko$¢ samochodu to catkowita droga podzielona przez catkowity czas. Zatem:
2s

- t; +t,

Vsr

Podpowiedz 2: Czas podrozy
Wyrazimy czas podrozy za pomocg drogi i predkosci.
ROZWIAZANIE
Czas zajmujacy wjechanie pod gore t;wyrazamy jako:
s

t, = o
Czas jazdy w dot t, to:
b =s/w
Zatem $rednia predko$é samochodu wynosi:

2s 2s 2s

L+t S, 1 1.1 1
V1 V2 S(v1+v2) 2T 2

Vsr

Podpowied? 3: Srednia predkosé samochodu
Wyznaczymy predkosé v,
ROZWIAZANIE

Korzystamy ze wzoru:

2
Ve =T 1

v V2

. . . . 1,1
Mnozymy obie strony rownania przez —t
1 2
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1 1
2(-+-)
1 1
vér( ):—U1 V2 =2

v V2 l+l
V1 V2

. - . . 1
Mnozymy obie strony rownania przez oo

(1+1> 1 =7 1
Ve \pr T3, (%)— (%)

Po uproszczeniu otrzymamy:
L . 1
Odejmujemy stronami warto$¢ o
1

Zatem:

1 2v — v
v, Uivg

Podpowiedz 4: Wartosci liczbowe

Wstawiamy wartosci liczbowe do otrzymanego wzoru.

ROZWIAZANIE

VgV _ 60-45km
2v,-vg  2-45—60h

ayv, = =90km/h

VgV1  _ 90-45km
2V~ Vg 2-45-90h

b)v, =

Wstawiajgc warto$ci liczbowe do wzoru okazuje si¢, ze mianownik jest rowny zero. Oznacza
to, ze kierowca pojazdu nie moze osiggna¢ sredniej predkosci 90 km/h. Jak szybko nie
jechatby z gorki i tak nie odrobi czasu utraconego na wjazd pod gorke.

Liczymy czas jazdy pod gorke:
s 4500 - 3600

tl:v_1=—45-1000 s = 360s

Teraz liczymy taczny czas jazdy pod gorke oraz z gorki:
bt = 2s 2-4500-3600
T2 T e 90-1000

Poniewaz oba czasy sg takie same, wigc kierowca nie ma w ogole czasu, aby zjecha¢ w dot w
drugim przypadku.

s = 360s

Odpowiedz
a) v, = 2% = 90km/h

201V

b) Kierowca nie moze utrzymaé takiej predkosci $redniej. Nie miatby
czasu, aby zjecha¢ z gorki.
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2.4. Jadacy pociag I1

Pociag osobowy o dtugosci L; = 60 m jechat z predkoscia v; = 80 km/ p- Po jakim czasie
pociag ten minie pocigg towarowy o dtugosci L, = 120m, ktoéry porusza si¢ z predkoscig
v, =30 km/ W przypadku, gdy oba pociagi jada:

a) w tym samym kierunku?

b) w przeciwnych kierunkach?

L W

L'v

Podpowiedz 1: Zamiana jednostek

Przed przystgpieniem do rozwigzania zadania nalezy upewnié sie, czy dane w zadaniu sq
zapisane przy uzyciu jednostek podstawowych.

ROZWIAZANIE

Predkosci obu pociggdéw zapisane w jednostkach podstawowych majg wartosci:

pociag osobowy: v; = BOkTm = 22,2%

pociag towarowy: v, = 30"7m = 8,3%

Podpowiedz 2: Wzajemna predkos¢ obu pociggow
Narysowac schemat sytuacji w obu przypadkach.

Wyobraz sobie, Ze jestes maszynistq pociggu osobowego. Jaka jest wzajemna szybkosc¢, z jakq
poruszajq si¢ oba pociggi?

ROZWIAZANIE:

Z punktu widzenia maszynisty pociagu osobowego predkos¢ wzgledna obu pociagow jest
réwna:

m
Vg =V —Vp = 13,9?

b)
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Z punktu widzenia maszynisty pociagu osobowego wzgledna predko$¢ obu pociagdw jest
réwna:

m
Vp =V + VU, = 30,5?

Podpowiedz 3: Przebyta droga
Jaka jest dlugosc przebytej drogi przez pocigg osobowy w obu przypadkach?

ROZWIAZANIE

Pociag musi przejechac taki sam odcinek drogi w obu przypadkach.

Lokomotywa pociggu pasazerskiego musi pokona¢ odleglos¢ w obu przypadkach réwna:

Li+1L,

Podpowiedz 4: Uplyw czasu

Znamy droge przebytq przez pociqgi oraz szybkos¢, z jakq tq droge pokonaly. Latwo zatem
wyznaczy¢ czas, w ktorym pociqgi sie mingly.

ROZWIAZANIE:

Wyznaczymy czas mijania dla dwoch przypadkow. Wiemy, ze predkos¢ jest rowna ilorazowi
drogi i czasu, zatem czas bedzie ilorazem drogi i predkosci.

a)
_Li+L, 60+120

( = =12,9
L 139 ° §

b)

_Litly 604120
2=y, T 305 O

Odpowiedz

Pocigg osobowy minie pocigg towarowy, gdy jada w tym samym kierunku, po uptywie czasu
12,9 s. Natomiast, gdy pociagi jada w przeciwnych kierunkach, to po uptywie czasu 5,9 s.
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2.5. Droga hamowania pociggu

Pociag porusza sic z predkoécia 72 km-h™' przed stacja kolejowa zaczyna hamowag.
Zatrzymuje si¢ w ciggu 2 minut. W jakiej odlegtosci od stacji maszynista musi rozpoczaé
hamowanie pociggu? Zaktadamy, ze ruch pociagu podczas hamowania jest jednostajnie
opoOzniony.

Podpowiedz 1: Wypisz wszystkie dane, ktore znamy z tresci zadania.

ROZWIAZANIE:

vo=72kmh" - predkoé¢ pociagu w momencie rozpoczecia hamowania,
tp =2 min - czas po ktorym zatrzymuje si¢ pociag,
sp= "7 (m) - droga hamowania pociagu.

Podpowiedz 2: Droga hamowania pociggu.
ROZWIAZANIE:

Znamy predko$¢é poczatkows pociagu v, i czas hamowania pociaggu t, . Wiemy, ze pociag
podczas hamowania porusza si¢ ruchem jednostajnie opdznionym. Zapiszmy wzor na droge
dla ruchu jednostajnie opdznionego:

1
Sy =Vt —Eath2 )
Korzystajgc ze wzoru na predkos¢ dla ruchu jednostajnie opdznionego:
v, =v, —at, (2

i wiedzac, Ze pociag zatrzymat si¢ na stacji (v=0), mozemy napisa¢ powyzsze rownanie:

0=v,—at, 3)
a=—" 4)

Do réwnania (1) wstawiamy (4) i otrzymujemy:

lv, , 1 vt
Sp =Vl _E*oth =Vl _Evnth = 02
h

&)

Podstawiamy wartosci liczbowe: v, = 72km-h™" = 20m-s™", t, = 2min =120s

20-120

Sh m=1200m 6)

Rozwigzanie graficzne:
Narysuj wykres predkos$ci pociggu w funkcji czasu.

Vo
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Droge hamowania pociagu mozemy obliczy¢ rowniez jako pole powierzchni s, .

W tym wypadku jest to pole trojkata: s, = %t:vo = v"zt’“
Odpowiedz

t
Droga hamowania pociagu wynosi: s, = v"2h =1200m =1,2km .

[Opracowanie AK]
2.6. Rzut pionowy pitki

Pitka zostala wyrzucona pionowo w gore z predkoscia poczatkowa 10 ms™. Oblicz czas lotu
pitki na wysoko$¢ rowna potowie maksymalnej wysokosci, na ktora wznosi si¢ pitka. Opor
powietrza mozna zaniedbac.

Podpowiedz 1: Wypisz wszystkie dane, ktore znamy z tresci zadania.
ROZWIAZANIE:

Vo=10m-s™ - predkos$¢ poczatkowa pitki,

himax = 7 (m) - wysoko$¢ maksymalna na jaka wznosi si¢ pitka,
t=7(s) - czas ruchu pitki do potowy maksymalnej wysokosci.
Z tablic:

g=10ms? - przyspieszenie ziemski.

Podpowiedz 2: Ruch pitki.
ROZWIAZANIE:

Pitka porusza si¢ pionowo do gory ruchem jednostajnie opdznionym. Zapiszmy réwnania
ruchu:

v(t)y=v, —gt €8
h(t) = vut—%gtz )

Podpowiedz 3: Punkt zwrotny. Jakq predkosé bedzie miata pitka w punkcie zwrotnym, na
maksymalnej wysokosci? Ile bedzie wynosita wysokos¢ maksymalna?

ROZWIAZANIE:

W punkcie zwrotnym pitka zatrzymuje si¢, czyli vk =0. Korzystajac z wzoru (1) mozemy
napisac:

0=v, —gt, 3)
gdzie ty, oznacza czas wznoszenia pitki.
t, == “
Obliczymy teraz wysoko$¢ maksymalng na jaka wznosi si¢ pitka po czasie wznoszenia ty:

L,
h. =vt ——gt 5
max = Volw =7 81 (%)

Do wzoru (5) wstawiamy wyrazenie na ty (4):
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2 2
g =V, =B 2e = o (©)
g 2g 2
Obliczenia:
Podstawmy dane liczbowe do wzorow (4) i (6):
ty = &s =1s
10
2
nox =7 om=5m ™
2-10

Podpowiedz 4: Oblicz teraz potowe wysokosci maksymalnej.
ROZWIAZANIE:

1
h=vt——gt 8
vt=78 @®)
h 2
h= max =v7() (9)
2 4g
v 1,
L=y t——gt 10
ag T8 (10)
V:i=dvtg -2g°t an
Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:
28° —dvtg +v: =0 (12)
dv,g+.[8v2g>  2v, £-2v, v V2 13
= , = (P 13)
' 4g 2g g 2
f :v—“(lfﬁ):o,k (14)
g 2
12=Lﬂ(1+ﬁ)=1,7s (15)
g 2

Pierwsze rozwigzanie t; odpowiada pierwszej sytuacji, gdy pitka wznosi si¢ w gore i jest na
potowie wysokosci maksymalnej hmax . Drugie rozwigzanie t, odpowiada sytuacji, kiedy pitka
spada juz w dot i jest ponownie na polowie wysokosci maksymalnej hy,x .

Odpowiedz
2
Wysoko$¢ maksymalna, na ktorg wznosi si¢ pitka wynosi: ;= ;}7" =5m

NG

Czas wznoszenia si¢ pitki na potowe wysokosci maksymalnej wynosi: ¢ = v—”(l —-—)=0,3s
4

[Opracowanie AK]
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2.7. Spadajacy swobodnie kamien

Spadajacy swobodnie kamiedi ma w pewnym potozeniu predkosé chwilowa 5m's™, a
w innym, nizej polozonym miejscu, predko$é ta wynosi 8 m's”'. W ciagu jakiego czasu
kamien pokona drogg od jednego potozenia do drugiego i jaka jest odlegtos¢ tych punktow?

Zapis danych
vi=5ms ' predko§é kamienia w pierwszym polozeniu
v,=8m's ' predko§é kamienia w nizszym potozeniu
1=7(s) czas, W ktorym kamien pokona odcinek od pierwszego potozenia do
drugiego
s =7 (m) odlegtos¢ obu punktow na drodze
Z tablic:

2=9,81 m's ? przyspieszenie grawitacyjne

Podpowiedz 1

Jakim ruchem porusza sie kamien? Przypomnij sobie zaleznos¢ szybkosci od czasu w tym
ruchu.

Jak obliczysz czas przelotu kamienia z jednego potozenia do drugiego? Czy znasz wszystkie
wielkosci potrzebne do obliczen?

ROZWIAZANIE
Kamien porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym.

Zaleznos¢ szybkosci od czasu w tym ruchu: v(z) = gt

- |
b

-1 2

http://physics
http://physics

Czas t, w ktorym kamien przemiesci si¢ zjednego do drugiego potozenia, okreslony jest
poprzez przedzial czasu pomigdzy potozeniem 2 a 1 (patrz rysunek), czyli:

t=t,—t;
Z tresci zadania wiemy, ze chodzi o spadek swobodny. Predko$¢ w potozeniu 1 wynosi:

v =gty
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Stad: t; = % (1)

Predkos¢ w potozeniu 2 wynosi:

Stad:

Na czas ¢ otrzymujemy:

Po podstawieniu wartosci liczbowych:

Podpowiedz 2

Wiemy, zZe kamien spada swobodnie. Jak mozna okresli¢ odleglos¢ migdzy tymi dwoma
polozeniami, czyli droge, ktorg pokonat pomigdzy pierwszym a drugim potozeniem?

Do obliczen wykorzystaj wzory (1), (2) z rozwiqzania poprzedniej podpowiedzi.

ROZWIAZANIE

Przypomnijmy wzor na droge dla spadku swobodnego:
1
=_gt?
s=39

Odleglos¢ polozen 1 1 2 okreslimy jako réznice drogi, ktora pokonat kamien do potozenia 2
i drogi, ktora pokonat do potozenia 1.

2 2
gtz gt

g
s=s=s =% > =E(t22—t12)

Za t, i t; podstawimy ze wzorow (1) i (2).
2 2
_g(va_vi\_1 ._ >
S_2<g2 g2>_2g(v2 vl)

Po podstawieniu danych liczbowych:

1
_ 2 _£2V,, —
5_2-9,81(8 59)m =2m

Odpowiedz

Kamien dotrze z pierwszego do drugiego potozenia w czasie 0,3 s. Odlegto$¢ miedzy tymi
dwoma potozeniami wynosi 2 m.
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2.8. Rzut pionowy w gore

Z powierzchni Ziemi wystrzelono pionowo w gore pocisk artyleryjski o masie m z predkoscia
v1. Oblicz:

a) maksymalng wysokos$¢ 4 pocisku

b) predkosc¢ v pocisku w chwili zderzenia z ziemig

¢) catkowity czas lotu pocisku f.

Uwaga: Op6r powietrza pomijamy. Pole grawitacyjne traktujemy jako jednorodne.

Podpowiedz 1

Aby znalez¢ maksymalng wysokos¢ h mozna stosowaé dwa rozne sposoby - czy potrafisz
podac jeden z nich?

ROZWIAZANIE
Maksymalng wysoko$¢ 4 mozemy okresli¢ przy pomocy:

= zasady zachowania energii mechanicznej (dalej w skrocie ZZEM)

= opisu kinematycznego tego ruchu
Podpowiedz 2
Przyjmijmy na powierzchni Ziemi zerowy poziom energii potencjalnej. Jaki rodzaj energii ma
pocisk w chwili, gdy opuszcza powierzchnie? Co sie dzieje z energiq przy osiggnieciu
maksymalnej wysokosci h?
ROZWIAZANIE
W chwili, gdy pocisk opuszcza powierzchni¢ ziemi, ma energi¢ kinetyczng Ex,:

Exy = 5"“712

ktora jest rownoczesnie jego catkowity energia mechaniczng (energia potencjalna E, =0
zgodnie z naszym ustaleniem).

Gdy pocisk wznosi si¢ coraz wyzej, stopniowo wytraca predko$¢, maleje jego energia
kinetyczna, ale ro$nie potencjalna. W chwili osiagnigcia maksymalnej wysokosci 4, jego
predkosé, a wigc i energia kinetyczna Ey, maleje do zera (Ex» = 0) - cala poczatkowa energia
mechaniczna zamienita si¢ na energi¢ potencjalng Ep:

E,, = mgh
(gdzie g to przyspieszenie grawitacyjne).
Pomijamy opor powietrza, a wigc zgodnie z ZZEM zachodzi:
Ex1+ Ep1 = Exp + Ep
%mv12+0 =0+ mgh

1;2
zatem: h = -+
29
Pocisk wzniesie si¢ na maksymalng wysokos¢
2

Y
h=2g
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Komentarz: Inny sposob okreslenia maksymalnej wysokosci h
Mozemy tez okresli¢ wysoko$¢ / z rozwazan kinematycznych. Ruch pocisku jest ruchem
jednostajnie opéznionym (rzut pionowy w gore), jest wiec opisany rownaniami:
1
H(t) = vt — Egtz

v(t) =v; - gt
gdzie H(f) to wysoko$¢ nad ziemig w chwili ¢, a v(f) predko$¢ w chwili 7.
W momencie ¢ = ty, gdy pocisk osiggnie maksymalng wysokos$¢, mamy: H(t) = h, v(tp) = 0.
Zatem:

1
h = v,t, _Egtg

0=v; —gtp
Z drugiego rownania wyznaczamy czas ¢y i podstawiamy go do pierwszego rownania:
Uy

Podpowiedz 3

Skorzystaj z ZZEM. Jakq catkowitq energie mechaniczng ma pocisk w momencie spadku?
Porownaj jq z energiq catkowitq na poczqtku ruchu (j. zaraz po wystrzeleniu).

ROZWIAZANIE

Zgodnie z ZZEM energia mechaniczna pocisku w czasie trwania ruchu bedzie jednakowa -
dotyczy to rowniez energii mechanicznej na poczatku i na koncu ruchu.

Na poczatku pocisk mial tylko energi¢ kinetyczna Ejq = %mvf, na koncu (w chwili
uderzenia) tylko energi¢ kinetyczng Ey;, = imv,f.
Poniewaz z ZZEM: Ej, = Ej,, musi by¢ tez v, = vy.

Predkos¢ v, ma t¢ sama warto$¢ jak vy, zmieni si¢ tylko jej zwrot.

Podpowiedz 4

Wychodzgc z rownan kinematycznych dla rzutu pionowego w gore, skorzystaj z zaleznosci
opisujgcej wysokos¢ nad ziemig H(t) od czasu. Jaka jest ta wysokos¢ w chwili spadku?
Przeksztatcenia powinny doprowadzi¢ do rownania kwadratowego, ktore nalezy rozwigzac.

ROZWIAZANIE

Wysokos$¢ w rzucie pionowym w gore opisujemy rownaniem:
1
H(t) = vyt — Egtz

W chwili 7 =t (a wigc w momencie uderzenia) wysoko$¢ przyjmuje wartos¢ zero, tj.:

H(t)) =0
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Otrzymujemy rownanie kwadratowe wzgledem czasu:

1 2
0 =wvt, _Egtc

0=tc(v; — %gtc)
Rownanie to ma 2 rozwigzania:
3. t.1 =0 ... okresla stan poczatkowy (¢ = 0; H(0) = 0)
4 te = % ... szukane ROZWIAZANIE

Catkowity czas ruchu t, = %.

Komentarz: Inny sposob okreslenia czasu lotu t,

Mozemy tez czas catkowity f. okresli¢ jako sume czasu wznoszenia si¢ (oznaczmy go jako ty,)
i czasu spadania (oznaczmy go f).

Dla ruchu w gére:  v(t) = v, — gt

Gdy minie czas wznoszenia si¢ £y, predkosé v(ty) = 0:

0=v, —gty
VU1
w=3

Dla spadania: v(t) = gt (spadek swobodny)
Gdy minie czas spadania ¢, predkos¢ v(zs) jest predkoscia koncowa: v(#s) = vk:

Vg = gts
v

ty=—
9

Catkowity czas lotu #.:
v, v 2v
to=t,+tg=—+—="2
g g g

poniewaz w czgéci b) pokazalisSmy, ze vi = w.

Odpowiedz

2
a) Wzor na maksymalng wysoko$¢: h = :_;

b) Predkos¢ pocisku w chwili spadku:

v = vy, predkosci maja przeciwne zwroty

¢) Catkowity czas lotu: t, = %
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Dynamika

2.9. Przyspieszenie dosrodkowe rakiety

Rakieta obiega Ziemi¢ na wysokosci 400 km. Okresl wartos¢ przyspieszenia dosrodkowego
rakiety. Porownaj odpowiedz z wartoscig przyspieszenia grawitacyjnego g na powierzchni
Ziemi.

Uwaga: Przy rozwigzaniu zakladamy, ze Ziemia jest kulg o promieniu 6378 km.

Zapis danych

h = 400km o . o
wysokos¢ rakiety nad powierzchnia Ziemi

ag =7 (m-s72) przyspieszenie dosrodkowe

Z tablic:
R, = 6378 km promien Ziemi

X =6,67-1071N - m? . kg~? stala grawitacji

M, = 5,98 - 10%*kg masa Ziemi
Podpowiedz 1: rodzaj ruchu
Jak mozna sklasyfikowac rodzaj ruchu rakiety ze wzgledu na tor i predkosc¢?

ROZWIAZANIE
Chodzi o ruch jednostajny po okregu.

Podpowiedz 2: rodzaj sity
Jaka sita dziata na rakiete z punktu widzenia uktadu inercjalnego? Jaka sita zakrzywia tor jej
ruchu? Jak jq obliczyc?

ROZWIAZANIE

Na rakiete dziata sita grawitacji Ziemi! (Zaniedbujemy oddzialywania grawitacyjne innych
cial.) Wedtug prawa powszechnej grawitacji Newtona:

F = mM,
9= X R, + h)?

gdzie y to stala grawitacji, m masa rakiety, M, masa Ziemi, R, promien Ziemi a & wysoko$¢
nad powierzchnia Ziemi.
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Podpowiedz 3: rodzaj sily inaczej

Jaka sita odpowiada za ruch po okregu, jak jg wyrazamy? Jak ma si¢ do sily grawitacji w
naszym przyktadzie?

ROZWIAZANIE

W ruchu po okregu za zakrzywienie toru odpowiada sita dosrodkowa
Fg =may

gdzie m to masa ciala a a4 przyspieszenie dosrodkowe.

Sita dosrodkowa nie jest jakim§ nowym rodzajem sily, jej role pelni w réznych sytuacjach
jaka$ inna, znana nam sita — naciggu, grawitacyjna, elektrostatyczna... W naszym przyktadzie
jest nig sita grawitacji.

Podpowiedz 4: samodzielna analiza

Biorgc pod uwage powyzsze podpowiedzi, sprobuj samodzielnie przeanalizowa¢ zagadnienie i
okreslic wartoS¢ przyspieszenia dosrodkowego.

ROZWIAZANIE

Jak zauwazyliSmy, sita grawitacji peini role sity dosrodkowej. Mozemy wiec zapisaé
réwnos¢:

E=F>= )(m—MZ =may
(Rz + h)?
Stad:
M,
= R, + h)?

Podstawiamy wartosci:
x=667-10""N -m? - kg2

M, = 5,98 - 10%*kg
598-10*

ag = 6,67-1071
6 512
(6,37 -10° + 4 10°)

m-s2=868m-s?

Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni Ziemi g=9,81 m's 2, obliczona warto§é
przyspieszenia aq = 8,68 m's > ~ 0,38g.

Odpowiedz
Na rakiete dziata przyspieszenie dosrodkowe ay =8,68m-s2, co odpowiada

0,88g.

_ My
= X Rpn?
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2.10. Przyspieszajacy samochéd

Samochod o masie 1 400 kg rusza na poziomej drodze. Po pokonaniu 1 000 m osigga pewna
predkosé. Silnik napgdza samochdd sita o wartosci 1 700 N, a na samochdd dziata jeszcze sita
oporu ruchu o wartosci 100 N.

Oblicz przyspieszenie samochodu i jego predkosé na koncu drogi.

Uwaga: Jest to ruch prostoliniowy i bedziemy brali pod uwagg tylko wartos$ci przyspieszenia i
predkosci.

Dane
m = 1400 kg masa samochodu
L=1000m przebyta droga
Fn=1700 N sifa z jaka silnik napedza samochdd
Fo=100N sita oporu
a="7?(m's ) przyspieszenie
v=7(ms ") predkos¢, ktora uzyska samochod
Podpowiedz 1 - sita wypadkowa

Jaka jest wartos¢ sity wypadkowej F dziatajqcej na samochdd, jesli na samochéd dziata sita
napedzajgca go oraz sita oporu ruchu?

ROZWIAZANIE
Warto$¢ wypadkowej sity jest rowna roznicy sity z jaka silnik napedza samochod i sity oporu
ruchu:

F=F,—F,
Uwaga: Silnik napgdza samochdd bezposrednio za pomoca przektadni i kot.
Podpowiedz 2 - oblicz przyspieszenie samochodu

Jesli znasz wartos¢ sily wypadkowej dziatajqcej na samochdd, to czy mozesz obliczy¢ jego
przyspieszenie?
ROZWIAZANIE

Przyspieszenie mozna wyznaczy¢ z drugiego prawa Newtona, w ktorym wypadkowa sita
dziatajaca na ciato jest wprost proporcjonalna do przyspieszenia ciata:
F=ma (1
W réwnaniu (1) mozemy zastapi¢ F' wyrazeniem na sit¢ wypadkowa i wyznaczy¢ a:
F, —Fy=ma
Fn—Fqy
m

a =

Obliczenia:
F,,=1700N
F,=100N
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m = 1400kg
Fn—Fy _ (1700 — 100)

= ms™% = 1,14 ms™2
m 1400

a=

Podpowiedz 3 - obliczenie predkosci samochodu

Ruch samochodu jest ruchem jednostajnie przyspieszonym prostoliniowym. Skorzystaj z
definicji przyspieszenia.

ROZWIAZANIE
Z wzoru na przyspieszenie:

Av
At

gdzie: Av jest zmiang predkosci w czasie Az, Biorac pod uwagg, ze nasz ruch rozpoczal si¢ w
chwili zero, mozemy zapisa¢, ze Av = v. Przeksztalcamy powyzszy wzor At i wyznaczamy:

a

Av v

At = =z " (2)
Na drodze L ruch jest jednostajnie przyspieszony:

L= %a(At)Z 3)
Do wzoru (3) wstawiamy wyrazenie (2) i wyznaczamy warto$¢ predkosci v:

L 1 v, v? ST
=—q(-)e=—=vpv =
2 a(a) 2a v ¢

Obliczenia:

a=1,14m-s 2 L=1000m

v=+2aL = (y2- 1,14 -1000)m - s™* = 47,8m - s~* = 172km - h™*

Komentarz

Sita oporu ruchu ma przeciwny zwrot do zwrotu wektora predkosci samochodu. Sita oporu
powietrza rosnie proporcjonalnie do kwadratu predkosci samochodu i zmienia swojg warto§¢
w czasie ruchu samochodu.

Odpowiedz
Samochod porusza si¢ z przyspieszeniem

F,,—F —
a="2""=114m s 2
m

Na koncu drogi L uzyskuje predkos¢ o wartosci v = v2alL = 47,8m - s™L.
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2.11. Wézek

Matly wozek o masie m zjezdza z gorki po torze, ktdry konczy si¢ powierzchnig cylindryczng
o promieniu r. Z jakiej wysokos$ci h powinien zjezdza¢ wozek aby przejecha¢ cala petle
kotowa? Moment bezwladno$ci oraz opor toczenia kot jest znikomy.

.

http://fuzikalniulohy.cz

Dane:

m masa ci¢zarowka

r promien powierzchni cylindrycznej (pgtli)

h=? wysokos¢, z ktorej wozek musi zjecha¢ w dot, aby przejechac przez calg petle

ROZWIAZANIE:

Aby wozek przejechal cala droge musi mie¢ w najwyzszym punkcie petli niezerowa
predkosé. Najpierw nalezy si¢ zastanowi¢ jaka jest minimalna warto$¢ predkosci. W tym celu
nalezy skorzysta¢ z drugiego prawa Newtona. Wozek nie jest przez nic ciaggnicty. Aby
znalez¢ wysoko$¢ nalezy skorzysta¢ z prawa zachowania energii mechaniczne;j.

Podpowiedz 1

Dowiedz sig, jakqg minimalng predkosé musi mie¢ wozek w najwyzszym punkcie petli, aby
przejechal calg droge. Narysuj obrazek przedstawiajgcy omawiang sytuacje i zaznacz
wszystkie sity dzialajgce na wozek. Napisz réwnania ruchu dla wozka. Jakie bedg wartosci sit
w krytycznym momencie, gdy pojazd zacznie zjezdzacé?

ROZWIAZANIE:

Predko$¢ w najwyzszym momencie na petli.

¥y
— 1——
/,/" ""'-w._:\\
/N 1 Iad BN
/ - \"\
.’I FG \.\I
"' ¥ |
—
|\ {.'I X
Y e /
\ P /
\\_\‘ \\Q@
e -

W najwyzszym punkcie petli na wozek dziata sita grawitacji f; i sita normalna N reakcji toru
na wozek, zwigzana z ruchem po okregu. Przyspieszenie dosrodkowe a; ma zwrot w dot, w
strong $rodka petli.
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Roéwnanie ruchu dla wézka :
N+ F; = mag

F_G) sifa grawitacji dzialajaca na wozek,
N sita normalna reakcji toru na wozek,
@, przyspieszenie dziatajace na wozek.

Przepisujemy rownania w formie skalarnej, w tym celu definiujemy uktad wspoirzednych x,
y.
—N —F; = —may

N +mg =may
m - masa wozka
g - przyspieszenie ziemskie

W chwili, gdy na wozek dziata sita umozliwiajaca jego wypadnigcie z petli jej dziatanie jest
réwnowazone przez site N. Minimalna predkos¢, z jaka pojazd musi zjechaé, aby utrzymaé
si¢ na torze i nie spas¢ , otrzymujemy z warunku , ze N =0 N.

mg = may
2
Vi
mg =m-—

v; - minimalna predko$¢ wymagana w najwyzszym punkcie petli kotowej

r - promien okragtej petli

Stad wyznaczamy predkos$¢ vy:

v = g7 (1

Podpowiedz 2

Wybierz poziom zerowej energii potencjalnej. Napisz, rownanie, zgodnie z zasadg
zachowania energii mechanicznej , okresl energi¢ potencjalng na poczqtku drogi wozka (1)
oraz w najwyzszym punkcie petli (2).

ROZWIAZANIE

Nalezy skorzysta¢ z zasady zachowania energii mechanicznej.

@

httpi//Fyzikalniulohy,cz
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ZZIME: Epy = Epy + Egy
Ep1 - energia potencjalna na wysokosci h,
Ep, - energia potencjalna w najwyzszym punkcie w petli,

E}., - energia kinetyczna w najwyzszym punkcie w petli.
2

mgh = mg2r + mu1
Z réwnania (1) nalezy podstawi¢ wyrazenie na v2
mgh = mg2r + 9T
5r
h=%

Odpowiedz:
Wysokos¢ z jakiej musi zjecha¢ wozek by pokonac cata trasg to h = %

2.12. Chlopiec na wyciagu

Przez koto pasowe zawieszona jest lina. Na jednym z jej koncéw zawieszone jest krzesetko ze
stali nierdzewnej o wadze 32 kg, do drugiego konca doczepiony jest dynamometr. Chlopiec,
wazacy 64 kg siedzi na krzesetku i ciagnie zawieszony ciezarek, tak, ze obcigzenie wynosi
600 N.

a) Oblicz przyspieszenie, z ktorym chlopiec siedzacy na krzesle dziata na uklad, tak by
sitomierz wskazywal 600 N, jaki jest zwrot przyspieszenia dwoch cial (czy w gorg lub w
dot?).

b) Okresli¢ site¢ wywierang przez chlopca na krzesto.

Mase kota, dynamometru i lin pomijamy.

Dane:

my = 32 kg masa krzesetka

m; = 64 kg masa chlopca

600 N wskazanie silomierza

a=7? ms * Przyspieszenie, z jakim porusza si¢ chtopiec na krzesle
N, =?N wartos¢ sity, z jakg chtopiec dziata na krzesto
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Podpowiedz 1:

Nalezy uswiadomié sobie, jakie sily dziatajq na chlopca i krzesto. Narysuj obrazek i zaznacz,
wystepujgce sity. Napisz rownanie ruchu dla chtopca i krzesta.

Zalecenie: Narysuj sity dziatajace na chtopca i krzesto dla dwoch zwrotdw przyspieszenia.

ROZWIAZANIE: Wskazéwka 1 - rownania ruchu (obliczenie przyspieszenia)

Na chtopca dziatajg nastepujace sity:
N: sita nacisku, ktora dziata na krzesto,

Tl) sila tarcia dziatajgca na ling obcigzong cig¢zarkiem,
Fg1 sila grawitacji, ktora dziata na chlopca.

Sity dzialajace na krzesto:
m sifa nacisku, ktora krzesto dziata na chtopca,

Tz) sifa tarcia, ktora dziata na ling, do ktorej zaczepione jest krzesetko,

1?&; sifa grawitacji, ktora dziata na krzesetko z chlopcem.

Roéwnanie ruchu dla chtopca:
Ny +Fg + T, =myd (1)

Roéwnanie ruchu dla krzesta:
Ny + Fgp + T; = myd ©))

Podpowiedz 2

Wybierz uktad wspotrzednych i przepisz rownanie ruchu skalarnie. Pamietaj, jaki jest zwigzek
miedzy sitq nacisku wywierang przez krzesetko na chlopca, a silq nacisku wywierang przez
chiopca na krzesetko. Zastanow, sig jaka jest zaleznos¢ migdzy sitami tarcia.

ROZWIAZANIE:

Aby napisa¢ roéwnanie ruchu skalarnie, nalezy wybra¢ odpowiedni uktad wspotrzednych. O$ y
przechodzi przez $rodek kota, na ktorym zawieszony jest uktad i jest skierowana do gory.
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AT}

i

{
N,
FG]

=

Skalarne rownanie ruchu dla chtopca:
T, + N, — Fzy = mya 3)

Skalarne réwnanie ruchu dla krzesetka:
T, — Ny — Fgz = mpa 4)

Poniewaz zaniedbujemy mas¢ kola pasywnego, zatem moment bezwladnosci nie wptywa na
sife tarcia liny. Wielko$¢ sity tarcia opisuje trzecia zasada dynamiki Newtona:

| Ty =Ty

Sita nacisku wywierana przez chlopca na krzesto, zgodnie z trzecia zasada dynamiki Newtona
réwna jest sile nacisku wywieranej przez krzesto na chtopca:

| Na| = N
Przepisujemy réwnania (3) i (4):

T, + N, — Fgy =mya (%)
T, — Ny — Fgz = mpa (6)

Podpowiedz 3:
Nalezy zsumowac rownania (5) z (6) i wyznaczy¢ przyspieszenie

ROZWIAZANIE:

Obliczanie wielko$ci przyspieszenia:
Dodajemy réwnania (5) i (6):

2Ty — Fg1 — Fgp = (Mg + mp)a
Wyznaczamy przyspieszenie:

2T, — Foy — i
my +m,

a=
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_ 2Thy—-myg—-myg

mq+m,
a= 2T, _ (mi+my)g _ 2Ty —g (7)
mq+m, mq+m, mqy+m,

Podstawiamy dane liczbowe:

_ 2 * 600N 981 m
@= Gokg v oakg ~ BV
a= (12,5 -9,81) Sﬁ = 2,69522 (8)

Uwaga: wielko$¢ przyspieszenia jest warto$cia dodatnia. Oznacza to, ze uklad porusza si¢
wzdluz osi OY do gory. Gdyby uktad poruszat si¢ w dot warto$¢ przyspieszenia bylaby
ujemna.

Podpowiedz 4.
Site nacisku wywierang przez chtopca na krzesto, mozna wyznaczy¢ z rownania (6).

ROZWIAZANIE:

Obliczamy wielkos¢ sity nacisku N, .

Z réwnania (6) wyznaczamy sile nacisku N,.
N, =T, — Fg, —mya
N, =T, —m,g —m,a

Podstawiamy za przyspieszenie wyrazenie z rownania (7):

N =T 2T,
2 = I —mpg mzz(,ltnl-i_mz 9)

m

N2=T2—#

m1+m2

T,my + To,my, — 2Tym,
2 =

my; +m;
_ T(my —my)

2
my +m,

Podstawiamy dane liczbowe:
_ 600N (64 —32)kg 600N

= = 200N
z (64 + 32)kg 3
Odpowiedz:
Przyspieszenie, z jakim porusza si¢ chlopiec:
2Ty m
a=————g=269—
my +m, s

Przyspieszenie jest skierowane do gory.
Wielkos¢ sity nacisku wywieranej przez chtopca na krzesto wynosi:

m;—m
N2=T2M=200N
m1+m2
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2.13. Dziewczynka ciagnie sanki

Dziewczynka ciagnie sanki o masie 20 kg po ptaskim zasniezonym chodniku. Szybko$¢ sanek
jest stala. Wspotczynnik tarcia dynamicznego migdzy ptozami a chodnikiem wynosi 0,1;
kat pomig¢dzy sznurkiem a chodnikiem wynosi 30°. Wyznacz:

1) przyspieszenie sanek
2) wartos¢ sity, ktorg dziewczynka dziata na sanki
3) wartos¢ sity nacisku, ktorg sanki dziatajg na chodnik

4) warto$¢ sity tarcia dziatajacej na sanki

Zapis danych

m=20kg masasanek

fa=0,1 wspolczynnik tarcia dynamicznego mi¢dzy ptozami a chodnikiem
0 =30° kat pomigdzy sznurkiem a chodnikiem

a =7 (m s?) przyspieszenie sanek

T=7(N) warto$c¢ sity, ktora dziewczynka dziata na sanki

N=7?(N) warto$¢ sity nacisku sanek na chodnik

Fi=7(N) warto$¢ sity tarcia dziatajacej na sanki

Podpowiedz 1

Zastanow sig, co oznacza warunek statej szybkosci - jakie to ma konsekwencje, jesli chodzi o
przyspieszenie (a wigc i site wypadkowq). Naszkicuj ilustracje, zaznaczajgc na niej wszystkie
sily dzialajgce na sanki. Wykorzystaj 2. zasade dynamiki Newtona (XF”= ma~) i napisz
rownanie ruchu dla sanek.

ROZWIAZANIE

Przyspieszenie sanek:

Poniewaz szybko$¢ sanek jest stata, ich przyspieszenie wynosi zero (a” =0).

39



Sily dzialajace na sanki:
Fg sita cigzkos$ci
N sita reakcji, ktora chodnik dziata na sanki
T poszukiwana sita ciggu, z jaka dziewczynka ciagnie sanki

Ft) sita tarcia pomi¢dzy sankami a chodnikiem

Rownanie ruchu dla sanek:
Fo+N+T+F, =mi=0 (1)
Podpowiedz 2

Rownanie ruchu powinnismy zapisa¢ skalarnie. Wprowadzmy uklad wspolrzednych, znajdzmy
sktadowe sit w kierunkach osi ukiadu i zapiszmy dla tych skiadowych rownania ruchu.

ROZWIAZANIE

O$ x przyjmiemy zgodnie z kierunkiem ruchu, a o§ y prostopadle do podtoza.

v

SO SEETEETEEED 3

Dla sktadowych wzdtuz osi x:

Tcosp—F, =0 2)
Dla sktadowych wzdtuz osi y:
N+Tsinp—F; =0 3)

Uwaga:

Zwykle przyjmujemy jedna z osi zgodnie z kierunkiem ruchu, a druga prostopadle.

Podpowiedz 3

Zastanow sig, od czego zalezy wartos¢ sily ciggu i jak mozemy jq wyznaczyc.
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ROZWIAZANIE

Sit¢ tarcia wyznaczymy na podstawie sity nacisku sanek na chodnik, ktéra zgodnie z 3.
zasada dynamiki Newtona jest rowna sile reakcji chodnika na sanki.

Site tarcia /'y mozemy wigc zapisa¢ jako:
Fe = Nfq “
Sitg N reakcji chodnika na sanki, otrzymamy z rownania (3):
N =mg —Tsing )
Z rébwnan (4) i (5) uzyskamy:
Fe = fa(mg —Tsing)  (6)
Wielkos¢ (6) podstawiamy do rdwnania (2):
Tcosp — fy(mg —Tsing) =0
Tcosgp — famg + fgTsing =0
T(cosp + fysing) — fymg=0 (7)
Z réwnania (7) pozostaje juz tylko wyrazi¢ site ciggu:

_ mgfa
r= cos@+fgsing (8)

Podpowiedz 4

Sita, ktorg sanki naciskajg na chodnik, jest zgodnie z 3. zasadq dynamiki Newtona rowna sile,
ktorq chodnik dziala na sanki. Wartos¢ sily N, ktorq chodnik dziata na sanki, zostata juz
okreslona w rownaniu (5):

N =mg —Tsing
Trzeba jeszcze podstawic¢ wyrazenie na site ciggu.
ROZWIAZANIE
Sita N, ktora chodnik dziata na sanki, jest okre§lona rownaniem (5):
N =mg—Tsing

Podstawimy za T wyrazenie (8), otrzymujac:

_ _ mgfa . _ ( _ fasing ): ( cos @ ):
N= mg cosp+fgsing Smg =mg 1 cos@+fgsing mg cosp+fgsing
1
U Crwromm €

Podpowiedz 5

Wartos¢ sity tarcia F, zostala juz okreslona wzorem (4):
Fe=Nfq
Wystarczy podstawi¢ wyrazenie na sitg nacisku.

ROZWIAZANIE
Sile tarcia F; okreslamy wzorem (4): F;, = Nfy

Podstawmy do rownania (4) za N wyrazenie z rOwnania (9), otrzymamy:
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1
1+fgtan @

Fe =mg( Ma  (10)

Uwaga: Sila tarcia F; nie jest juz okreslona jako mgfs, gdyz ciagnigcie za sznurek przy
sankach zmniejsza sif¢ nacisku na chodnik, N jest wigc mniejsze niz mg.

ROZWIAZANIE LICZBOWE CZESCI 1 - przyspieszenie sanck

Poniewaz predko$¢ sanek jest stala, nie zmienia si¢ w czasie, zgodnie z definicja
przyspieszenie sanek jest wigc rowne zeru (a = 0)

Odpowiedz: Przyspieszenie sanek a wynosi zero.
ROZWIAZANIE LICZBOWE CZESCI 2 - wartoéé sity ciggu

Do réwnania (8) podstawiamy dane:

20-9,81-0,1 19,62
T = ° - 0 N = V3 N
c0s30°+0,1-sin30 7+_0’1.0,5

T=214N
Odpowiedz: Warto$¢ sily ciagu T, z jaka dziewczynka ciagnie sanki, wynosi 21,4 N.
ROZWIAZANIE LICZBOWE CZESCI 3 - wartos¢ sity reakeii

Podstawmy dane do rownania (9):

1
N=20-9,81( >N=196,2 ——|N

1+0,1\/T§

Odpowiedz: Warto$¢ sily reakcji N, ktora chodnik dziata na sanki, wynosi 185,5 N.
ROZWIAZANIE LICZBOWE CZESCI 4 - warto$¢ sity tarcia

Do réwnania (10) podstawmy dane:

1+ 0,1tan 30°

1
F=20~9,81< )0,1N=19,62 —— |N=186N
‘ V3
1+0‘IT

1+ 0,1tan30°

Odpowiedz: Warto$¢ sily tarcia F; dziatajacej na sanki wynosi 18,6 N.
PELNA ODPOWIEDZ

1) Przyspieszenie sanek a wynosi zero.

2) Warto$¢ sity ciagu, ktorag dziewczynka dziata na sanki wynosi

mgfa

=—FF——=214N
cosQ + fysing

3) Warto$¢ sity nacisku sanek na chodnik wynosi

—— | = 185,5N
mg (1 + f; tan <p) ’

4) Warto$¢ sity tarcia dziatajacej na sanki wynosi

F, = mg( )fd = 18,6N

1+ fatang
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2.14. Kulka na rowni

Kulka stalowa znajdujaca si¢ na gorze spoczywajacej, gtadkiej rowni pochytej, zaczgta
porusza¢ si¢ w dot rowni z przyspieszeniem 0,5 ms™. Kiedy znalazta si¢ juz na dole rowni
poruszata si¢ dalej po poziomym stoliku. W ciggu 12 s pokonata drogg catkowitg 20 metrow.
Oblicz czas ruchu kulki na réwni pochyte;j. Sil¢ tarcia mozna pominag.

Podpowiedz 1: Wypisz dane, ktore znamy z tresci zadania.

ROZWIAZANIE:

a=0,5ms” - przyspieszenie kulki na réwni pochylej,

s=20m - catkowita droga jaka pokonata kulka na rdwni pochylej i poziomym stoliku,
t=12s - catkowity czas ruchu kulki,

t;=7(s) - czas ruchu kulki na rowni pochyte;j.

Podpowiedz 2: Narysuj rysunek schematyczny i zaznacz na nim wszystkie wielkosci. Jakg
droge pokona kulka na rowni pochylej i jaka bedzie jej predkos¢ na koncu rowni?

ROZWIAZANIE:

t,8,a

(r'tl)a Sy, V

Kulka porusza si¢ po réowni pochylej ruchem jednostajnie przyspieszonym i pokonuje w
czasie t; drogg s; oraz uzyskuje predkosc v:

1
S :Eatlz

Vv =at,
Podpowiedz 3: Ruch kulki po poziomym stoliku. Jakim rodzajem ruchu porusza si¢ kulka?

ROZWIAZANIE:

Po poziomym stoliku kulka porusza si¢ ruchem jednostajnym z predkoscia v. Droge pokonana
przez kulke w czasie t-t; na poziomym stoliku s; mozna zapisa¢ nastgpujaco:

s, =w(t—t))=at,(t-1))

Podpowiedz 4: Catkowita droga pokonana przez kulke.
ROZWIAZANIE:

Kulka po réwni pochytej poruszata si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym i pokonata droge
s1, natomiast po poziomym stoliku poruszata si¢ ruchem jednostajnym i pokonata drogg s..
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Zapiszmy wzor na droge catkowita:
S=5,+5,
P
s=—at +at(t—t)
2
Po opuszczeniu nawiasow mozemy napisac:
[P :
s =——at; +att 12 |a
2
Zapisujemy réwnanie kwadratowe:
2s
=2t +=—==0

a

Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe i wybieramy rozwigzanie spelniajace nastgpujacy
warunek t, <t, tzn. czas ruchu kulki na réwni pochylej musi by¢ krotszy od czasu
catkowitego ruchu na rowni i poziomym stoliku.

2s
L=t— | -=
a

Podstawiajac dane liczbowe do powyzszego wzoru otrzymujemy:

t,=(2- 122—2'20)s=4s
0,5

Odpowiedz
Czas ruchu kulki na rowni pochylej wynosi:
t,=t— -2y
a

[Opracowanie AK]
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2.15. Cie¢zarowka na stoku

Ciczarowka jedzie z gory ze stala predkoscia 30 km-h™'. Masa samochodu wynosi 5t.
Samochod hamuje silnikiem, calkowita sita hamowania ma warto§¢ 4400 N. Wyznacz kat
nachylenia stoku gory.

Zapis danych
m=5t masa samochodu
F,=4400 N sita hamowania
v =30 kmh™" predkos¢ samochodu
a=7(°) kat nachylenia stoku

Podpowiedz 1

Jakie sily dziatajg na samochod? Jaki jest ich kierunek i zwrot? Sporzqdz pomocniczy
rysunek.

ROZWIAZANIE
Na samochod dziataja trzy sity:

1) Sita cigzkosci F_G) skierowana pionowo w dot.

2) Sita reakcji podloza R (samochod naciska na podloze, a zgodnie z 3. zasada dynamiki
Newtona podtoze dziata na samochdd). Skierowana jest prostopadle do podloza.

3) Sita hamujgca F_b), skierowana wzdtuz podtoza, przeciwnie do kierunku ruchu.

—

onl
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Podpowiedz 2
Co mozemy powiedzie¢ na temat wymienionych sit w mysl 1. zasady dynamiki Newtona?

ROZWIAZANIE

Poniewaz samochdd porusza si¢ ruchem jednostajnym prostoliniowym, sita wypadkowa, czyli
suma wymienionych sit musi dawac zero (wektor zerowy):

Fo+R+F,=0
Podpowiedz 3

Rozloz site cigzkosci F_G) na sktadowe rownoleglq i prostopadiq do podioza. Jakie warunki
spetniac powinny te sktadowe w mysl 1. zasady dynamiki Newtona?

ROZWIAZANIE

Rozktad sity ciezkosci FG) na sktadowe Fo) a F,: pokazuje rysunek:

—

Z 1. zasady dynamiki Newtona wynika, Ze sumy poszczeg6lnych sktadowych - rownolegtych
1 prostopadtych do kierunku ruchu - muszg si¢ zerowac. Spetnione wigc beda warunki:

F+R=0 (1
Fo+F, =0 2)

Poniewaz sily F,: iR maja przeciwny zwrot, podobnie jak Fo) i Fb), mozemy dla wartosci tych
sktadowych zapisac:

Fy—R=0 3)
Fo—F,=0 “
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Do dalszych obliczen wykorzystamy réwnanie (4).

Podpowiedz 4

Sprobuj  wyrazi¢  sktadowq Fy za pomocq sily cigzkosci. Wykorzystaj zwiqzki
trygonometryczne oraz dang wartosc¢ sity Fy do okreslenia z rownania (4) kqta o.

ROZWIAZANIE
Z trygonometrii (patrz rysunek wyzej):

. F
sina = —

Zatem: Fy = F;sina 5)
Site cigzkosdci Fg mozemy wyrazi¢ za pomocg masy samochodu m:

Fg =myg, (6)
gdzie g to przyspieszenie grawitacyjne. Podstawiajac (6) do (5) otrzymamy:

Fy =mgsina @)
Wreszcie wykorzystujac (4) i (7) otrzymujemy réwnanie:
. . Fy
mgsina — F, =0 = sina :m_g
Podstawiajgc wartosci liczbowe:
Fp = 4400N
m = 5t = 5000kg
g=981lm-s2
sina = ﬂ =0,09
5000 -9,81 ’

Warto zauwazy¢, ze kat nachylenia nie zalezy od predkosci samochodu, ale od sity
hamowania.

Odpowiedz

. Fb '
sina =——=0,09 > a = 5°8
m

Stok nachylony jest pod katem ok. 5°8'.
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2.16. Wézek na torze powietrznym

Wozek na torze powietrznym ma mas¢ m, = 250 g 1 jest przyspieszany przez pociagni¢cie za
sznurek przerzucony przez bloczek. Porownaj wartosci przyspieszenia wozka, gdy

a) ciagniemy za sznurek sita 0,1 N
b) zawiesimy na sznurku ciato o ci¢zarze 0,1 N
Opor powietrza oraz masy sznurka i bloczku pomijamy.

Uwaga: Tor powietrzny to urzadzenie, na ktéorym mozliwy jest ruch wozka bez tarcia.
Wdmuchiwany od dotu strumien powietrza unosi wozek.

Podpowiedz la

Naszkicuj rysunek zaznaczajgc sily dziatajgce na wozek w przypadku, gdy ciggniemy za
sznurek sitq o wartosci 0,1 N. Zapisz rownanie ruchu dla wozka.

ROZWIAZANIE

Sily dzialajace na wézek w przypadku a):

—_—

N,

anl

>

F sila, ktora reka dziata na wozek za posrednictwem sznurka

—

N sita dziatania strumienia powietrza na wozek

m sita cigzkosci dziatajaca na wozek

Roéwnanie ruchu:

Fop + N +F = m,a; )
m, masa wozka

a, przyspieszenie wozka

Podpowiedz 2a
Rownanie ruchu z punktu (1) zapisz skalarnie i wyprowadz wzor na przyspieszenie a,.

ROZWIAZANIE
Aby zapisa¢ rownania ruchu skalarnie, wprowadzmy uktad odniesienia. O$ x prowadzimy
wzdhiz kierunku ruchu pojazdu. O$ y jest prostopadta do osi x.
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Zapisujemy rownania ruchu skalarnie:
x:F =mya; (2)
YiN = Fg =0 (3)
Pojazd nie porusza si¢ wzdhuz osi y, dlatego sktadowa pionowa sity wynosi zero.

Z rébwnania (2) uzyskamy warto$¢ przyspieszenia a;:

F
a; = ™ (5)
Podstawiajgc wartosci liczbowe:
=22 = .52
A =smes 04m-s (6)

Podpowiedz 1b

Sporzqdz rysunek uwzgledniajqcy sily dziatlajgce na pojazd i cigzarek. Zapisz rownania ruchu

dla pojazdu i ciezarka.

ROZWIAZANIE
Sily dzialajace na wézek i ciezarek w przypadku b):
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Wozek:

N sita ktorg strumien powietrza dziata od spodu na wozek

Fgp sita cigzko$ci wozka

T sila, z jaka cigzarek za posrednictwem sznurka dziata na wozek
Cigzarek:

E sifa cigzko$ci

T sila, z jaka wozek za posrednictwem sznurka dziata na cigzarek
Réwnania ruchu:
Roéwnanie ruchu dla wozka:

Fon+ N+T =mya; (7)
Roéwnanie ruchu dla cigzarka:

Fg, +T =m,a; (8)

m, masa wozka

m. masa ci¢zarka

a, przyspieszenie wozka i cigzarka

Podpowiedz 2b

Rownania ruchu (7) i (8) zapisz skalarnie. Zastanow sige, co mozemy powiedzie¢ o sitach
naciggu sznurka T i T'.

ROZWIAZANIE

Aby rownania ruchu zapisa¢ skalarnie, wprowadzimy uktad odniesienia. O$ x prowadzimy
wzdhiz kierunku ruchu wozka (i dalej cigzarka). O$ y jest prostopadia do osi x.

ol

N

Réwnania ruchu skalarnie:
Rownanie ruchu wozka:
x:T =mya, )
yiN—Fg, =0 (10)

Wozek nie porusza si¢ wzdtuz osi y, dlatego suma sit pionowych wynosi zero.
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Roéwnanie ruchu cigzarka:
x:Fg, — T =mya, (11)

Poniewaz zaniedbujemy mase¢ bloczka (a co za tym idzie - jego moment bezwtadnosci),
mozemy w oparciu o 3. zasadg dynamiki Newtona zapisac:

71 =7

Przepiszmy réwnanie (9):

T =mya, (12)
Podpowiedz 3b
Korzystajqc z rownan (11) i (12) okresl wartos¢ przyspieszenia a;.
ROZWIAZANIE
Sumujgc réwnania (11) 1 (12):

Fq, = mya, + mya,

Fg, = (m; + my)a,

a, = FGZ
,=—
(m; +my)
Masa cig¢zarka to m, = Fyﬂ, tak wigc:
Fgz
az =, — (13)
(T"‘mv)
Do wyrazenia (13) podstawiamy warto$ci liczbowe:
L 52
a, = (%w,zs)m s oze ™" S 0,38m-s (14)

Komentarz

Wartos¢ przyspieszenia a; jest wigksza niz przyspieszenia ap. To dlatego, ze w pierwszym
przypadku sita o wartosci 0,1 N dziala bezposrednio na wodzek i tylko jemu nadaje
przyspieszenie. W drugim przypadku sita 0,1 N, rowna ci¢zarowi zawieszonego ciata, nadaje
przyspieszenie nie tylko wozkowi, ale i samemu ci¢zarkowi.

ODPOWIEDZ

Wartos$¢ przyspieszenia wozka, ciagnigtego reka za sznurek z sitg 0,1 N, wynosi
a; = F/m, = 0,4ms™2
Warto$¢ przyspieszenia wozka, po zawieszeniu na sznurku ciata o ci¢zarze 0,1 N, wynosi

F,
a; = —2—+m, =038m-s2
For 4 m
)
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2.17. Bloczki

Na rysunku ponizej przedstawiono dwa krazki, blok o masie m; i wiadro o masie m,. Oblicz
warto$¢ przyspieszenia, z ktorym porusza si¢ wiadro i blok oraz warto$¢ sity naprezenia liny
T. Nie uwzglgdniamy masy krazkow i liny. Wiadro porusza si¢ w gorg, a blok w dot.

Podpowiedz 1

Narysuj sity dziatajgce na wiadro i na blok. Napisz dwa rownania ruchu dla wiadra i bloku.

ROZWIAZANIE

m

Fg

Sily dzialajace na wiadro o masie m:
E sita grawitacji

T sita, ktora dziala na wiadro pionowo do gory
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Sily dzialajace na blok o masie m,:
E’ sita grawitacji
T’ sita ktora dziata na krazek pionowo do gory
T" sita ktora dziata na krazek pionowo do gory
Réwnanie ruchu dla wiadra:
F +T =mya; (1)
Réwnanie ruchu dla bloku:

Foa+T +T" =ma; (2)

Podpowiedz 2

Wybierz uktad wspotrzednych (odniesienia) i napisz réwnania ruchu. Zastanoéw sig, jakie
beda relacje migdzy wektorami 7, 771 7"

ROZWIAZANIE

Obierzmy oS y, jak pokazano na rysunku. Przepiszmy réwnania (1) i (2) w postaci skalarne;j:
T = Fgp = mya,(3)
Fo —=T'=T" =mya; (4)

Mas krazkow nie uwzgledniamy, dlatego tez nie maja one wplywu na naprezenie lin. Sily
dziatajagce na liny maja takie same wartosci:

71 =[7] = 17
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Mozemy przepisa¢ rownania (3) i (4):
T — Fgy = mya; (5)
Fg1 — 2T = mya, (6)

Podpowiedz 3

Zastanow sie jakie sq wartosci przyspieszen a; i a. Wyobrazmy sobie ze wiadro pokonato
droge s, blok pokonal w tym czasie odlegtos¢ s/2.

ROZWIAZANIE

Zwiazek migdzy warto$ciami przyspieszen a; i da:

Wiadro pokonuje droge s, natomiast blok w tym samym czasie pokonuje drogg s/2.

s =—a,t?
2 2
s
—=-q,t?
2 21

Pierwsze rownanie dzielimy przez drugie rOwnanie:

2=—
aq

a; =2a, (7)
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Roéwnania (5) i (6) mozemy teraz zapisa¢ nastgpujaco:
T —m,g = my2a; (8)
myg — 2T = mya; (9)

Podpowiedz 4

Mamy dwa rownania (8) i (9) z dwiema niewiadomymi T i a;. Rozwigz rownania
wykorzystujgc (7) i oblicz a,.

ROZWIAZANIE

Otrzymujemy dwa rownania (8) i (9), z dwiema niewiadomymi «; i sitg 7. Pierwsze rownanie
mnozymy przez 2 i rownania dodajemy stronami.

T —myg =ma,/-2
myg — 2T = myaq
Otrzymujemy:
myg — 2m,g = mya, +4mya,
(my — 2my)g = (g + 4my)a,

_ (mi—2my)g
4 = (mq+4my) ( )
Zgodnie z rownaniem (7) mozemy zapisaé:

a =2a, = 2(my—2my)g _ (2my—4my)g
2 1 (my+4my) (my+4my)

11
Wartos¢ sity T obliczymy korzystajac ze wzoru (8):

T —m,g = my2a4

2m; —4m,)g
T =my2a; + myg=my,——— —+m
2401 29 2 (m, + 4my) 29
7= (2mym, — 4m3)g _ (2mym, — 4mj + my(my + 4my))g
(my + 4my) 29 (my + 4my)
(2mym, — 4m3 + mym, + 4m3)g
- (mq + 4m,)
3mym
— (3mym;)g (12)
(m1+4m2)
Odpowiedz
‘r . . . (mqy—2my)g
Warto$¢ przyspieszenia bloku wynosi a; = m

s - S L _ (2m,-4my)g
Warto$¢ przyspieszenia wiadra wynosi a, = 2a, = v
L. . . . (B3mimp)g

Warto$¢ sity 7 naciggu liny wynosi T = P
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2.18. Klocek na réwni pochylej

Klocek mozemy przesuwac po réwni ruchem jednostajnym z dotu do gory uzywajac sity Fi,
za$ z gory na dot - uzywajac sity Fr. Wyznacz wspotczynnik tarcia f klocka o rownie, jesli
F1 = 6F>, a obie sity sg rownolegte do powierzchni rowni, ktora z kolei tworzy z poziomem
kat a = 15°.

F,
F,
e

L o il o

Podpowiedz 1

Naszkicuj rysunek i zaznacz na nim wszystkie sity dzialajqce na klocek:
1) Klocek przesuwamy silqg F; w gore.

2) Klocek przesuwamy sitqg F> w dol.

Zapisz rownanie ruchu dla kazdego z tych przypadkow.

ROZWIAZANIE
Sily dzialajace na klocek:
Na klocek w obu przypadkach dziataja nastgpujace sily:

F? sita cigzkosci (cigzar)
ﬁl (E) sita, ktora dziatamy na klocek
N sita reakcji podtoza
ﬁsﬂa tarcia
Kierunek i zwrot sit zaznaczono na rysunkach.

Ruch w gore:
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Ruch w dék:

Réwnania ruchu:
Ruch w gorg:

Fo+N+F +F =ma; =0
Ruch w dot:

Fo+N+F,+F =ma, =0

Obydwa ruchy sg jednostajne, przyspieszenie w obu przypadkach wynosi zero.

Rownania ruchu skalarnie:

Wprowadzmy uktad wspotrzgdnych tak, by o§ x miata kierunek wzdluz rowni. O$ y jest
prostopadta do osi x.

Sitg Fg roztdozmy na 2 sktadowe:
Fey = Fgsina

Fgy = Fgcosa

Ruch w gore:

Dla ruchu w gore:
x: —Fgsina+F, —F, =0 D
y:N — Fzcosa =0 2)
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Ruch w dék:

Dla ruchu w dét:
x:Fgsina+F,—F, =0 3)
y:N — Fgcosa =0 4)
Podpowiedz 2

Zastanow sig, od czego zalezy sita tarcia i jak mozemy jq obliczy¢. Podstaw wyrazenie na sitg
tarcia do rownan ruchu (1) i (3). Otrzymasz 2 rownania z dwiema niewiadomymi. Okresl
z nich wspolczynnik tarcia.

ROZWIAZANIE
Sila tarcia:
Sita tarcia zalezy od sity nacisku klocka na rownig. Ta z kolei, zgodnie z 3. zasada dynamiki
Newtona, odpowiada sile reakcji, z jaka rownia dziata na klocek. Zapiszmy to przy pomocy
rownan: F, = fN
Site N okreslimy z réwnania (2): N = Fgcosa
Na sit¢ tarcia uzyskamy: F, = fF;cosa )
Obliczenie wspélczynnika tarcia:
Podstawmy do réwnan ruchu (1) i (3) wyrazenie na site tarcia. Za sit¢ £} podstawmy 6F5.
—F;sina + 6F, — Fsfcosa = 0 6)
Fgsina + F, — Fgfcosa = 0 ©)
Roéwnanie (7) pomnézmy obustronnie przez 6 i odejmijmy od rownania (6):
—F;sina + 6F, — F;fcosa =0
6F; sina + 6F, — 6F;fcosa =0

7F; sina — 5F;fcosa =0
7F; sina = 5F;fcosa/: (5F;fcosa)
f=05)1ga ®
Do wzoru (8) podstawiamy dane liczbowe.
ODPOWIEDZ
Wspotczynnik tarcia migdzy klockiem a rownig wynosi f = (7/5) tg o = 0,36.
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2.19. Dziadek do orzechow

Zaprojektuj dziadka do orzechdw, to znaczy najprostszy przyrzad, za pomoca ktérego mozna
zgniata¢ orzechy.

Podpowiedz I Takim najprostszym przyrzqdem sq dwa patyki, polgczone zawiasem na jednym
koncu a Sciskane z drugiego konca. Tworzymy w ten sposob dwie dzwignie jednostronne: za
pomocg pary malych sit o wartosciach ¥\ mozna zgnies¢ twardy orzech. F1L;=FL

Problemem jest jednak kwestia rownowagi sit dziatajagcych na orzech w
takim przyrzadzie.

Dwie sily dziatajace na orzech, kazda o wartosci F, sa skierowane
prostopadle do ramion dzwigni. Dwie sity nie rownowazg si¢ wzajemnie
a ich suma ma sktadowa w kierunku pionowym.

Przy braku innych sit, orzech wysunie si¢ ku goérze i kat miedzy
ramionami zmniejszy si¢. Aby orzech nie wysuwat si¢, niezbedna jest
dodatkowa sita. Jest nig sita tarcia migdzy orzechem a ramionami.

Podpowiedz 2 Rozrysuj site F za pomocq dwoch skladowych — jednej poziomej a drugiej
wzdtuz ramion

Sktadowe poziome dziatajace na orzech a pochodzace od dwodch
ramion wzajemnie si¢ rownowazg.

Sktadowa sity F' skierowana wzdtuz ramion (a oznaczona na rysunku obok
~_L__f» przez T) wynosi

T=Ftgo.

Podpowiedz 3 Ile wynosi sita tarcia?

Sile tarcia T obliczymy bez trudu, wiedzac Ze wzajemna sila nacisku mi¢dzy ramieniem a
orzechem wynosi F i oznaczajac wspotczynnik tarcia przez p.

Sita tarcia wynosi: T = uF.

Aby orzech nie wysuwat sig, sita 7’ musi by¢ rownowazona przez sit¢ tarcia, skad
otrzymujemy warunek na kat rozwarcia o tak, aby orzech si¢ nie wysuwat:

Hn=tgo
Aby orzech si¢ nie wysuwatl, kat rozwarcia musi by¢ nie wigkszy niz wspotczynnik tarcia

(statycznego). Przyktadowo, wspolczynnikowi tarcia 0,36 odpowiada kat rozwarcia 20°.
Szczeki dziadka do orzechow maja zazwyczaj forme szczypiec, aby orzech si¢ nie wysuwal.

Whiosek Zaprojektowany przez nas dziadek do orzechéw jest sposobem na pomiar
\ wspolczynnika tarcia. Zauwaz, ze otrzymany wzor jest analogiczny jak wzoér na
maksymalne pochylenie réwni, aby ciato si¢ z niej nie zsuwato.

2 Na rysunku obok, rownia zostata celowo obrocono, aby$ zauwazyt, ze
dwa problemy sg do siebie podobne.

[GK, wg Mazzoldi, A. Saggion, C.Voci, Problemi di fisica generale, Padova, zad. 6.69]
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2.20. Skrzynka na réwni pochylej z bloczkiem obrotowym

W jakim czasie skrzynka o masie m; pokona droge s zsuwajac si¢ po rowni pochytej o kacie
nachylenia a, jezeli jest ona potagczona ze swobodnie zwisajacym wiaderkiem o masie m»
poprzez ling przerzucong przez bloczek obrotowy? Stosunek mas m/my jest taki, ze skrzynka
porusza si¢ w dot po rowni pochylej. Tarcie i moment bezwladno$¢ bloczka obrotowego oraz
ci¢zar liny mozna zaniedbac.

Podpowiedz 1

Narysuj obrazek przedstawiajqcy omawiang sytuacje i zaznacz wszystkie sity dziatajqce na
skrzynke i wiaderko. Napisz rownania ruchu dla skrzynki i wiaderka.

ROZWIAZANIE
Sily dzialajace na skrzynke i wiaderko:
Na skrzynke dziataja nastgpujace sily:
E sifa cigzkosci
N sita reakcji podtoza
T sita naciagu liny
Na wiaderko dziataja nastgpujace sity:
F'gy sita ciezkosci

T’ sita naciagu liny
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Réwnania ruchu:
Skrzynka i wiaderko poruszajg si¢ z takim samym przyspieszeniem.
Dla skrzynki:
Fa+N+T =mjd
For +N'+T =ma
Dla wiaderka:
Fep + T = m,d

Przepisujemy rownania w formie skalarnej, w tym celu definiujemy uktad wspotrzednych x, y
tak, ze o$ x jest rownolegla do kierunku ruchu skrzynki (wiaderka), natomiast o$ y jest
prostopadta do osi x.

X

A
|
I
|
|
|

Site Fgi rozkladamy na dwie sktadowe prostopadie wzdtuz osi x i y.
Fg1, = Feisina
Fgq, = Fgi cosa
Réwnania ruchu przepisujemy w formie skalarnej:
Dla skrzynki:
x:Fgysina—T =mya (1)
y:N —Fg cosa=0 2)

Skrzynka nie porusza si¢ w kierunku osi y wobec czego skladowa przyspieszenia w tym
kierunku jest réwna zeru.

Dla wiaderka:
x:T — Fz =mya 3)

Poniewaz zaniedbujemy cig¢zar bloczka obrotowego, mozemy réwniez pominaé wpltyw jego
momentu bezwladnosci na nacigg liny. Wobec czego wiaderko oddziatuje bezposrednio
poprzez ling na skrzynke i odwrotnie skrzynka oddziatuje bezposrednio na wiaderko. Zgodnie
z trzecim prawem Newtona:

-
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Podstawiajac za Fg; = my g, Fg, = m,g przepisujemy rownania (1) i (3) w postaci:
migsina—T =mya 4)

T —myg =mya ®)

Podpowiedz 2
Z rownan ruchu (4) i (5) wyznacz przyspieszenie skrzynki.
ROZWIAZANIE

Otrzymujemy ukltad dwoch réownan z dwoma niewiadomymi, rozwigzanie tego ukladu
pozwala wyznaczy¢ przyspieszanie, z jakim porusza si¢ skrzynka.

Sumujac réwnania (4) i (5), otrzymujemy:
mygsina —m,g = (my + my)a
a = (mysina —myp)g/(my +my) (6)

Zaleznos¢ (6) wyraza wielko$¢ przyspieszenia z ktéorym skrzynka zsuwa si¢ po rowni
pochyte;j.

Podpowiedz 3

Czy przyspieszenie skrzynki zalezy od czasu w omawianym zadaniu? Z jakim rodzajem ruchu
mamy do czynienia? Jakim wyrazeniem obliczamy droge w ruchu, ktory rozpatrujemy w tym
zadaniu?

ROZWIAZANIE

Z réwnania (6) widzimy, ze przyspieszenie jest niezalezne od czasu, moéwimy wowczas o
ruchu jednostajnie przyspieszonym, dla takiego ruchu wzor na droge s ma nastgpujacg postac:

s=— )

gdzie ¢ - czas, w ktorym skrzynka pokona droge s.

Z wyrazenia (7) wyznaczamy czas t:

2s

=17 ®

Do réwnania (8) wstawiamy wyrazenie na przyspieszenie z rownania (6):
. 2s(my +my)
~ |(mysina —my)g
ODPOWIEDZ

Skrzynka pokona drogg s na roéwni pochylej w czasie

. V2s(my +myp)

" (mysina —my)g
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2.21. Blok nieruchomy

Na bloku nieruchomym wisi cigzarek o masie m; = 0,55 kg i wiadro o masie m, = 0,45 kg.
Okresl przyspieszenie uktadu i sitg, ktora dziala na o§ bloku. Zaniedbujemy mas¢ bloku i
sznurka oraz tarcie.

Podpowiedz 1

Naszkicuj rysunek i zaznacz na nim wszystkie sity dziatajqce na ciezarek i wiadro. Zapisz
rownania ruchu cigzarka i wiadra. Wprowadz ukiad wspotrzednych.

ROZWIAZANIE
Sily dzialajace w ukladzie:

Masa m;:
- . . rot L)
F¢q sila cigzkosci (cigzar)
F=adi . .
T, sita napinajaca sznurek
Masa m;:

@ sita cigzkosci (cigzar)

T, sita napinajaca sznurek

i
T
T,
|
;;Gl m2
g2
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Rownania ruchu:
Masa m;:

Fe1 + Ty = mqa
Wiadro m:

N

Fgyo + T, = mya

Cigzarek 1 wiadro poruszaja si¢ ze statym przyspieszeniem w lewo.

7
m 1
£,

Wprowadzmy 0§ y, jak na rysunku. Zapiszmy réwnania skalarnie:
Fe1 —Ti =ma )]
T, = Fg, = mpa (2

Poniewaz zaniedbujemy mas¢ bloczka, nie be¢dzie Zadnej dodatkowej sity ani momentu
bezwtadnosci. Cigzarek m; dziala poprzez sznurek na wiadro my, a wiadro m, z kolei na
cigzarek m;. Zgodnie z 3. zasadg dynamiki Newtona bgdziemy mie¢:

7| =17| =17
Podstawmy do rownan (1) i (2):
myg—T=ma 3)
T —mpg =ma (C)

OkreSlenie przyspieszenia:

Dodajac réwnania (3) i (4) otrzymamy:
mpg —myg = mya+mya
(my —mz)g = (my + my)a

_ (my-my)g )

a=
(my+my)
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Podstawiamy dane i obliczamy:
_ (0,55-10,45)9,81

_ )
(055 +045) _ o98m:s
Podpowiedz 2

Zaznacz na rysunku wszystkie sily dzialajgce na bloczek i zastanow sie, jaka jest ich
wypadkowa.

ROZWIAZANIE

Wyznaczenie sily dzialajgcej na bloczek:

Na bloczek dziataja po obu stronach sity napinajace sznurek TT i 7‘; a takze o$, na ktorej
umieszczono bloczek, sifa FT( (masg bloczka, a wigc i jego ciezar, zaniedbujemy).

!

Przyspieszenie bloczka wynosi zero, tak wigc i wypadkowa sit nan dziatajgcych musi dawac
Zero:

T +T,+F, =0 (6)

Zaniedbujemy mase¢ bloczka, nie bedzie wigc uwzgledniany jego moment bezwladnosci;
pomiedzy sitami napinajacymi sznurek zachodzi wigc zwiazek:

71| = 72| = |7
Roéwnanie (6) przepiszmy skalarnie:
2T—F,=0
2T =F, (1)

Mozemy teraz wyznaczy¢ z rownania (3) lub (4):
Fp =2my(a+g) =2my(g —a) (8)
Podstawmy do rownania (8) dane liczbowe:
F, =2-0,45(9,81 + 0,98)N = 2-0,55(9,81 — 0,98)N
F,=09-10,79N =1,1-883N =9,71N
ODPOWIEDZ
Przyspieszenie uktadu wynosi a = 0,98 m-s 2.
Sita dziatajaca na bloczek Fi, = 9,71 N.
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2.22. Réwnia pochyla - trzy ciala

Uktad przedstawiony na rysunku zjezdza w dot po rowni pochylej. Okresl warto$¢
przyspieszenia ukladu oraz sil napinajacych nici 71, 7>. Wspodtczynnik tarcia pomigdzy
cialami i powierzchnia rowni wynosi f. Zaniedbujemy moment bezwladnosci bloczka i masg
sznurka.

e

#_,,ff‘“ﬂf
il

Podpowiedz 1

Naszkicuj rysunek i zaznacz, jakie sily dziatajq na cialo umieszczone na rowni pochylej.
Zapisz odpowiednie rownanie ruchu.

ROZWIAZANIE
Sily dzialajace na ciala:
Na pierwsze ciato o masie m; dziatajg sity:
E; cigzar ciata
W sifa reakcji podtoza
ﬁ sita napinajaca pierwszy sznurek
FTl sifa tarcia
Na drugie ciato o masie m, dziataja sity:
E; cigzar ciata
_N? sila reakcji podloza
T, sita napinajaca drugi sznurek
TT' sila napinajaca pierwszy sznurek
FTZ sifa tarcia
Na trzecie ciato o masie ms dzialaja sity:
Eci@iar ciala

F;'siia napinajaca drugi sznurek
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Réwnania ruchu dla poszczegélnych mas:
Wszystkie 3 masy sg potaczone sznurkiem, poruszajg si¢ wiec z tym samym przyspieszeniem.
my:Fgy + Ny + Fy + T, = myd
my: F_Q)+E)+F_Q)+F17+Tz)=m2&
my: Fgs + T—’z) =myd

Aby rownania ruchu przepisa¢ skalarnie, wprowadzmy uktad wspotrzednych x, y tak, by o$ x
wskazywata kierunek ruchu. O$ y jest prostopadta do osi x.

Sity F—m) i F_(;z) rozktadamy na 2 sktadowe:

FGlx = FGlsina

FGly = FG]. cosa
Fga, = Fgpsina

F(;zy = Fgycosa
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Zapiszmy réwnania ruchu skalarnie:
Myq: Fgisina — Fyy — Ty = mqa (1)

Myy Fgpsina — Fy + T — T, = mya (2)

My3: — Fgz + T, = mza 3)
myq: Ny — Fgicosa =0 4)
My, Ny — Fgocosa =0 )

W kierunku osi y ruch si¢ nie odbywa, wigc dwa ostatnie rownania przyrownujemy do zera.

Zaniedbujac moment bezwladnos$ci krazka, mozemy przyréwnac do siebie sity dziatajace na
koncach sznurkéw. Masa ms dziata za posrednictwem sznurka na mas¢ m», a masa my
odpowiada dziatajac sita reakcji na mas¢ ms. Podobnie oddzialujag masy m, i m,. Zgodnie z 3.
zasada dynamiki Newtona sily te sa jednakowe co do warto$ci:

il = 7]
73] = 7.

Podpowiedz 2

Zastanow sig, od czego zalezy warto$¢ sit tarcia i jak je mozemy obliczy¢.
ROZWIAZANIE

Sily tarcia:

Sita tarcia zalezy od sity nacisku ciata na rowni¢. Tej z kolei, zgodnie z 3. zasada dynamiki
Newtona, odpowiada sita reakcji podtoza. Zapiszmy to za pomoca rownan:

Fp=fNy
Fp =fN,
Sity N; i N, obliczamy z rownan (4) i (5):
N, = Fzqcosa
N, = Fgycosa
Na sity tarcia uzyskamy wyrazenia:
Fy1 = fFgzcosa (6)
Fry = fFgycosa (7)
Podstawiajgc do rownan ruchu (1) i (2):
Myt Fgisina — fFgicosa — Ty = mqa
Myy: Fgysina — fFgcosa + Ty — T, = mya
Podstawiamy:
Fg1 = myg,Fga = Mg, Fgz = mag
i przepiszmy rownania (6), (7) i (3):
Myq: Mygsina — fmygcosa — T, = mqa (8)
Mmy,: mygsina — fmygcosa + Ty — T, =mya (9)
Mmyz:—msg + T, = mza (10)
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Podpowiedz 3

Uzyskalismy 3 rownania (8), (9), (10) z trzema niewiadomymi. Po rozwigzaniu ukiadu
otrzymamy wartos¢ przyspieszenia i sit napinajgcych nici.

ROZWIAZANIE
Najpierw wyznaczmy warto$¢ przyspieszenia a:
Z réwnan (8), (9) 1 (10) otrzymujemy:

mygsina —mygfcosa + mygsina — mygfcosa —msg = mya + mya + mya

mygsina — fmygcosa + mygsina — m,fgcosa —msg
a= my +my +msy
_ glmy(sina — fcosa) + m,(sina — fgcosa) — ms]
@= m; +m, +ms

_ 9l(my + my)(sina — fcosa) — m;]

a= (11)

Nastepnie okreslamy wartos¢ sily napinajacej pierwsza nié¢ 7:
Podstawmy warto$¢ przyspieszenia z rownania (11) do rownania (8):

g(my + my)(sina — fcosa) —msg
mq + mp + ms

mygsinae — fmygcosa —T; =my
Wyznaczmy T7:

g(my + my)(sina — fcosa) —msg

T, = mygsina —m,gfcosa —m,
g gf my+my; +mg

g(my + my)(sina — fcosa) —msg

T, = myg(sina — fcosa) —my my +my +m;

Sprowadzamy do wspo6lnego mianownika i porzadkujemy:

T myg(sina — fcosa)[(my + my + m3) — (ng + my)] + mymag
T my +m, +mg

_— mymzg(sina — fcosa) + mymzg
te mi +m; +msy

_ mymsg(1 + sina — fcosa)
mq + mp + ms

1

A teraz okre§lmy wartos¢ sity 7»:

T, wyznaczamy z rownania (10):
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T, =msz(a+g)

Podstawimy wyrazenie na przyspieszenie (11):
(my + my)g(sina — fcosa) —mgg 4
mq +m; +msy

T2=m3[

Sprowadzamy do wspdlnego mianownika i porzadkujemy:

[(ml + my)g(sina — fcosa) —mgg + (M, + my)g + msg
T, =ms

mq + mp + ms
_ mzg(my +my)(1 + sina — fcosa)

T,
my + mp + ms

Podsumowanie

Warto$¢ przyspieszenia uktadu wynosi

g(my + my)(sina — fcosa) — mzg
“= my +m, +my
Wartos¢ sity napinajacej sznurek pomiedzy m; i m;
mymsg(1 + sina — fcosa)
1= my+my +my

Warto$¢ sity napinajacej sznurek pomiedzy m; i ms
_ mzg(my + my)(1 + sina — fcosa)

T,
mq + mp + ms
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Czes¢ 111 — zadania dla studentow

3.1. Koszykarz

Obrecz kosza na boisku do koszykéwki znajduje si¢ na wysokosci A; nad podtoga. Srodek
kosza znajduje si¢ w odlegtosci L od linii rzutow wolnych. Koszykarz wykonuje rzuty wolne,
pitka opuszcza r¢k¢ w miejscu, gdzie jej centrum jest doktadnie nad linia rzutéw wolnych na
wysokosci 4, nad podtoga.

Okreslimy kat optymalny a jako taki kat, przy ktérym $rodek pitki przechodzi przez $rodek
obreczy, a ponadto pilce nadajemy najmniejsza mozliwa predkos¢ poczatkowa. Udowodnij,
ze warto$¢ tego kata okre$lona jest wzorem a = 45° + /2, gdzie f to tzw. kqt obserwacji , tj.
odchylenie od ptaszczyzny linii taczacej punkt zaczepienia obrg¢czy z punktem poczatkowym
rzutu.

Wyznacz kat optymalny dla zadanych wielkosci oraz odpowiednia warto$¢ predkosci
poczatkowej pitki.

Zaniedbujemy opor powietrza.
Wykonaj obliczenia dla: 4= 3,05 m, L = 5,425 m, h, = 2,45 m, g =9,81 ms?.

Zapis danych
h1=3,05m  wysokos¢ obreczy kosza nad podtoga

L=5425m pozioma odlegltos¢ srodka kosza od linii rzutéw wolnych

I =245m wysokos¢ $rodka pitki nad podtoga w momencie, gdy $rodek pitki lezy
e doktadnie nad linig rzutow wolnych
o =7 kat optymalny

vo=?(ms™) warto$¢  predkosci  poczatkowej pitki  odpowiednia  dla kata
0= optymalnego
Z tablic:

g =19,81 m's % przyspieszenie grawitacyjne

Podpowiedz 1

Naszkicuj pomocniczy rysunek, zaznaczajgc kqt optymalny i kgt obserwacji, odlegtos¢ L i
wysokoS¢ obregczy kosza nad miejscem wyrzucenia pitki.

ROZWIAZANIE

Oznaczmy przez L i H pozioma i pionowa odlegto$¢ srodka obreczy od punktu wyrzutu, o kat
optymalny, f kat obserwacji, ¢ czas lotu, vy predkos¢ poczatkowa pitki, v predkos¢ pitki
wpadajacej do kosza (patrz rysunek 1,2).
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Rysunek 1:

L
h,
H=h1—h2
Rysunek 2:
Vi
O
e v
=g
L
h, h,
\ 4
e i 7~ 2

Podpowiedz 2

Jakim ruchem porusza sie pitka w kierunku poziomym? Jakim w kierunku pionowym?

ROZWIAZANIE

W kierunku poziomym pitka porusza si¢ ruchem jednostajnym. W kierunku pionowym mamy
do czynienia z rzutem pionowym w gore.

Podpowiedz 3
Jaka jest pozioma predkosé pitki i jak zmienia si¢ w czasie x-owa sktadowa jej potozenia?
Jaka jest pionowa predkos¢ pitki i jak zmienia si¢ w czasie y-owa sktadowa jej potozenia?

Jakie wartosci bedg mie¢ wspotrzedne x i y w chwili, gdy pitka doleci do obreczy kosza?
Zapisz odpowiednie wzory i wyznacz z nich kwadrat poczqtkowej predkosci vy’ (skorzystaj tez
ze zwigzku tg f = H/L).
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ROZWIAZANIE
Zapiszmy roéwnania:
Vy = VyCosa
vy = vgsina — gt
X = vytcosa
1
y = votsina — Egt2

W chwili, gdy pitka doleci do obrgezy kosza, bedziemy mieli:

x =L = vytcosa ,stad t =
vocosa

2

gL

1
= H = yytsina — = gt? = Ltgag — ————
Y 0 29 g 2v2cosia

Po przeksztatceniach:

gL’ Lt H
9 ltga—
2vicosia g

LZ
Ltgga——H = 2vicos’a
2 gL?

Y0 = 2(Ltga — H)cos?a
Po podstawieniu H = L tg f i przeksztalceniach otrzymamy:

. gl? 3 gL
Vo = 2(Lsinacosa — LtgBcos?a) ~ sin2a — tgB(1 + cos2a)
vg _ gLcosf

~ sin2acosB-sinf—sinfcos2a)
Uwaga: W przeksztalceniach skorzystaliSmy ze wzordw trygonometrycznych:
2sinacosa = sin2a
cos2a = cos’a — sina
sin(2a — B) = sin2acosf — cos2asinf
Podpowiedz 4
Dla jakiego kqta o wartosé¢ wyrazenia vy® bedzie minimalna?

ROZWIAZANIE
Warto$¢ wyrazenia bedzie minimalna przy maksymalnej warto$ci mianownika, czyli dla:
sina —p) =1
2a — B =90°

a stad wynika: a = 45° + g
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Podpowiedz 5

Okresl predkos¢ poczgtkowqg vy dla kqta optymalnego a, a wigc w przypadku, gdy
sin(2a—p) = 1. Sinus i cosinus kqta  mozna wyrazic poprzez odlegtosci H i L.

ROZWIAZANIE

W tym przypadku:
v = cho.sﬁ
1 —sinf
Bedziemy mieli:
L _ H
podstawiajac H=h—hy :
L . hy + h,
oS = ————=o——; Sinfl = ——=o—o—
V(hy — hp)* + L2 V(hy — hp)* + I
Wobec tego:
gL? .
v = 1_sz (A H)
Ny
po podstawieniu H=h;—h, :
v§ = g(/(hy — hy)? + 12 + (hy — hy)
Dla zadanych warto$ci liczbowych:
3,05 —2,45

sinf

/(3,05 - 2,45)% + 5,4252
Stad wynika: = 6°. Mamy wigc:

a = 45° +[2_g
a = 48°
1 dalej:
v¢ = 9,81(y/(3,05 — 2,45)2 + 5,4252 + (3,05 — 2,45)m?s 2
vy =7,7ms™!
Odpowiedz

hi—hy

a0 B i
Kat optymalny dla rzutu wynosi: ¢ = 45° + S gdzie sinf NN

Dla zadanych wartosci: a = 48°

Warto$é predkosci poczatkowej pitki wynosi: v = g(y/ (hy — hy)2 + L% + (hy — hy)

Dla zadanych warto$ci: vy = 7,7ms ™t

74



3.2. Waz ogrodowy

Strumieniem wody tryskajacym z weza ogrodowego z predkoscia poczatkowa 15 m-s '
chcemy dosiggnac jak najwyzej, kierujac go na pionowa Sciang odlegta o 10 m od dyszy.

a) Jaki powinni$my wybrac kat poczatkowy?

b) Do jakiej wysokosci na $cianie dotrze woda?

¢) Pod jakim katem woda uderzy w §ciang¢? Okres$l odchylenie od poziomu wektora predkosci
chwilowej wody w momencie trafienia w $ciang.

Opor powietrza zaniedbujemy.
Zapis danych

vo=15m's" predko§é poczatkowa strumienia wody

d=10m odlegtos¢ sciany
a=7() kat poczatkowy
h="7(m) maksymalna wysoko$¢, do ktorej siegnie woda

v=7(°) kat, pod ktérym woda trafia w $ciang
Z tablic:
2=9,81 m's ? przyspieszenie grawitacyjne

Analiza

Chcemy ustalié, pod jakim katem o musimy skierowaé waz, aby woda dotarta jak najwyzej;
powinni$my najpierw ustali¢, jak ta wysoko$¢ / zalezy od kata a. Inaczej mowiac, szukamy
maksimum funkcji A(a).

Zwréémy uwage, ze maksymalna wysoko$¢ na S$cianie wcale nie musi odpowiadaé
maksymalnej wysokosci rzutu dla danego kata a. Trzeba sobie uswiadomié, ze to odleglo$é¢
$ciany jest ustalona. Pomysl o r6znych mozliwych sytuacjach.

Podpowiedz 1 do a)

Naszkicuj pomocniczy rysunek. O jaki rodzaj ruchu chodzi? Jak bedzie si¢ zmieniaé z czasem
x-owa i y-owa wspotrzedna predkosci wody? Jak sie bedzie zmieniaé x-owa i y-owa
wspotrzedna polozenia?

ROZWIAZANIE:
Rysunek 1:

h
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Poczatek uktadu wspotrzgdnych umiescimy w dyszy weza.
Mamy do czynienia z rzutem uko$nym.

X-owa i y-owa skladowa predkosci wody oraz x-owa i y-owa wspéOtrzgdna potozenia
zmieniajg si¢ w czasie wedtug wzorow:

Uy = VoS 1)
vy, = Vosina — gt (2)
X = vytcosa 3)

y = votsina — %gt2 4)

Podpowiedz 2 do a)

Jak diugo trwac bedzie lot wody do sSciany dla danego kqta o? Jaka wysokos¢ h w miejscu
uderzenia strumienia wody w Sciang odpowiada temu czasowi?

ROZWIAZANIE

Zapiszmy wzory na czas lotu wody i wysoko$¢ miejsca uderzenia w $ciang.

x=d
Podstawmy z (3): d = v,tcosa
d
t= vocosa (5)

y=h
Podstawmy z (4): h = vytsina — %gtz
Podstawmy jeszcze za t z (5):

gd?
2vécos?a

h =dtga —

dz
= dtga — 573(1 +tg2a) (6)

Podpowiedz 3 do a)

Chcielibysmy wiedzie¢, dla jakiego kqta o wysokos¢ h miejsca uderzenia strumienia wody na
Scianie bedzie maksymalna. Szukamy wiec maksimum funkcji h = h(a). Jaki jest na to
matematyczny sposob?

ROZWIAZANIE
Sprawdzimy, dla jakiego kata pochodna funkcji # wzgledem o wynosi zero:
a4 ga—— I
da da 2v2cos?a

dh  d gd*sine  d
da dcos?a wvicosia dcosia

)

gd
1 —tha) =0
0

_gd -

1 7 tga=0
2

tgar =2 (7)

gd
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Dla kata poczatkowego a = arctg ;—i funkcja /(o) osiggnie maksimum.

152
9,81:10

Dla zadanych wartosci: tg o = = 2,294. Zatem o = arc tg 2,294 = 66,4°

Podpowiedz 4 do b)

Znamy juz kgt odpowiadajgcy maksymalnej wysokosci wody na Scianie i zaleznos¢ tej
wysokosci h od kqta o. Maksymalng wysokos¢ mozemy juz tatwo obliczy¢.

ROZWIAZANIE
Wiemy juz, ze wysoko$¢ miejsca uderzenia strumienia wody w $cian¢ okreslimy wg wzoru
(6):

gd?
2v¢cos?a

gad? 2
h=dtga— =dtga—?(1+t‘g a)
o
Wiemy tez, ze wysoko$¢ h miejsca uderzenia w $cian¢ bedzie maksymalna dla kata a,
okreslonego wzorem (7):
_%
tga = 7d

Po podstawieniu wzoru (7) do wzoru (6) otrzymujemy:

_dvg gd2< vﬁ) v: gd?

h=——-— =—-=—
gd 2vi g?d*) 29 2v?

Po podstawieniu wartosci liczbowych:
152 9,81 - 102
2-981 2-152
h=929m

h=(

ym

Podpowiedz 5 do ¢)

Przedstaw na rysunku wektor predkosci wody w chwili uderzenia w Sciang i jego skiadowe w
kierunku osi x i y. Za ich pomocg mozna tatwo okresli¢ szukany kqt. Wartosci obu sktadowych
predkosci w chwili uderzenia w Sciang oblicz na podstawie rownan (1) i (2).

ROZWIAZANIE

h
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Kat odchylenia y predkosci uderzenia od poziomu okre§limy ze wzoru:
v
tg¥ = 2
UX

Za vy i vy podstawimy wyrazenia z rownan (1) i (2), a za czas t ze wzoru (5):

vosina — gt d
tg¥ = VoSina — gt = tga — 2‘972
VoCcosa vicos*a
Przeksztatcimy korzystajac z (7):
tg¥ =t !
= Q- —
g g tgacos?a
1 sina—1 1 gd
tg¥ = tga — — =— sS-—=-—
sinacosa  sinacosa tga Vs

Po podstawieniu wartosci liczbowych:

9.81-10
=-0.436, astad y = —23,6°.

Y =TT

Kat odchylenia y predkosci uderzenia od poziomu ma warto$¢ ujemna. Patrz rysunek.

Uwaga:

Przy maksymalnej wysokos$ci na torze lotu wody sktadowa y-owa predkosci wynosi zero,
a wowczas i kat ¢ jest zerowy.

Odpowiedz
a) Aby strumien wody siegnal jak najwyzej na pionowa $ciang, musimy skierowaé

strumien pod katem poczatkowym a:
2

l'O o
a = arctg

b) Strumien wody si¢gnie do wysokosci A:

vy gd?
h==2_9% _ 929m
29 2vg§
¢) Woda uderzy w $ciang pod katem y , dla ktorego:
gd
tg¥ = ——
g V2

Dla zadanych warto$ci liczbowych: W = —23,6°.
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3.3. Pocisk i klocek

Na poziomym torze znajduje si¢ spoczywajacy klocek. Nagle nadlatuje pocisk poruszajacy si¢
poziomo i uderza w klocek. W wyniku zderzenia pocisk ugrzazt wewnatrz klocka i klocek z
pociskiem przesunat si¢ po powierzchni poziomej na odlegtos¢ s = 2 m. Masa klocka M byta
499 razy wigksza od masy pocisku, a wspotczynnik tarcia kinetycznego klocka wynosi i =
0,06. Jaka predkos¢ v przez zderzeniem miat pocisk?

Podpowiedz 1: Wypisz dane, ktore znamy z zadania.

ROZWIAZANIE:

s=2m - droga, ktéra pokonat klocka z pociskiem,

M = 499 m, -masakocka jest499 razy wigksza od masy pocisku,

n, =0,06 - wspotczynnik tarcia kinetycznego klocka,

g=9,81 m/s? - przyspieszenie ziemskie,

v="2? - szukana predkos¢ pocisku przed zderzeniem z klockiem,

Podpowiedz 2: Podczas zderzenia niespre¢zystego odksztatca sie klocek, poniewaz grzeznie w
nim pocisk. W tej sytuacji mozemy stosowaé tylko zasade zachowania pedu. Napisz
odpowiednie rownanie. Po lewej stronie rownania zapisujemy catkowity ped przed
zderzeniem, natomiast po prawej stronie catkowity ped po zderzeniu.

ROZWIAZANIE:
Korzystamy z zasady zachowania pedu. Przed zderzeniem ped posiadat tylko pocisk,
natomiast po zderzeniu klocek poruszat si¢ razem z pociskiem z predkoscia vo.

Pp1 + Pt =Pp2 +Pi2
Napiszemy réownanie skalarne:
myv+0=(M+m,)v,

M

v, — predkosé po zderzeniu ugrzeznigtego pocisku i klocka.

Podpowiedz 3: Zastanow si¢ jakim rodzajem ruchu bedzie poruszat si¢ klocek po poziomym
torze od chwili zderzenia do momentu zatrzymania sie.

ROZWIAZANIE:

Klocek bedzie poruszal si¢ ruchem jednostajnie opdznionym, poniewaz miedzy dolna
powierzchnig klocka i powierzchnig poziomego toru dziala sita tarcia.

Predkos¢ v, uzyskana przez klocek i ugrzgzniety w nim pocisk jest predkoscig poczatkowa
w ruchu jednostajnie opdznionym klocka z pociskiem.

m,v =(499m, +m,)v,

@
m,v=500m,v, 3)
v =500v, )

Obliczymy teraz predko$é v, .
Zapisujemy rownania dla ruchu jednostajnie op6znionego klocka z pociskiem:
a) rownanie opisujace droge
at?
S=Vt——

2 &)
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b) rownanie dla predkosci
Vi =V, —at (6)
0=v,—at )

vk = 0 poniewaz klocek z pociskiem zatrzymuja si¢ na poziomym torze.

(4]

t=—9
a ®)

Site tarcia T pomigdzy klockiem z ugrz¢znigtym pociskiem a pozioma powierzchnia mozemy
zapisaé:
T= Mk (M + mp )g

®
F=T (10)
M+my)a=p(M+m,)g (11)
a=Ug (12)

Korzystajac z réwnan (8) i (12) mozemy réwnanie (5) zapisaé w nastepujacej postaci:

2 2 2
s=v Vio_iz=vio_lviozlvio
°a 2 a 2a 2a (13)
L
2 ugg (14)

Po przeksztatceniu réwnania (14) otrzymujemy wzor na v, .
2
Vo = 258

Vo = \/2sukg (15)

Do réwnania (4) wstawiamy réwnanie (15) 1 otrzymujemy wzor koncowy na szukang
predkosé v:
v =500,/2sp, g (16)

Wykonujemy obliczenia:

v=500,/2%2m*0,06*9,81 5 = 7672
S S

Odpowiedz
Pocisk przed zderzeniem z klockiem posiadat predkosé:

v =500,/2sp,g =767,2m/s

[Opracowanie AK]
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3.4. Ruch po okregu

Ruch punktu materialnego opisany jest w uktadzie kartezjanskim rownaniami:

x = A cos (ot), y = Assin (ot), gdzie A=const, ® =const, t jestparametrem;
a) Wykazac, ze tor punktu jest okrggiem o promieniu A,

b) Wyznaczy¢ sktadowe predkosci i przyspieszenia w zaleznosci od x iy,

¢) Wyznaczy¢ wartoéci bezwzglgdne wektora predkosci i przyspieszenia.

PODPOWIEDZ
R jest promieniem wodzacym punktu;
a, - przyspieszenie normalne, a; - przyspieszenie styczne.

v=woR =const; a,=0; a=a,

AW
y ‘\w

ROZWIAZANIE
a) Nalezy doprowadzi¢ do réwnania okregu: x> +y* =R?

X -G-y2 = A’ cos’ (wt) + A sin’ (wt) = A, R =4
b) dx/dt = - Awsin (wt) = -y

dy/dt = Awcos (wt) = wx

v = [dx/dt, dy/dt] = [-0y, ox ]

dx/d’ = - Ao’ cos (ot) = -0’x = -a,

A/ = - Ao’ sin (wt) = - 0’y = -ay

a=[d*x/dt’, Py/dt] = [- 0%, -0’y | =- 0’ [x,y]=- o’R, boR=[x,y]
o)V = (dx/de)’ + (dy/dt} = A’w’ cos’ (wt) + A0’ sin’ (wi), v =Aw ,

& = (@x/de) +(@y/de) = Aw sin’ (ot) + A0’ cos® (1), a=Aw’

[Opracowanie KR]
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3.5. Obracajacy sie pret

Pret o dhugosci 1 obraca sie¢ wokot punktu zamocowania B ze statg predkoscia katowa .
Punkt B odlegty jest o odcinek a od prostej x, przy czym a < 1. Zaktadajac, ze w chwili t =0
punkt przecigcia preta z prosta pokrywa si¢ z punktem A, wyznaczy¢ potozenie oraz predkosé
i przyspieszenie punktu przecigcia preta i prostej w funkeji potozenia.

PODPOWIEDZ

Wykonaj pomocniczy rusunek. Wyraz kat zakreslany przez pret poprzez x i a.

ROZWIAZANIE

X = a tg (ot)

W celu okreslenia predkosci dokonujemy rézniczkowania:
dx/dt = aw/cos® (wt) = .acotg2 (o) + a0 =ao + oxYa, bo 1/cos’ot = tgzmt +1,
mamy zatem

v=dx/dt= ox*a+aw ;

Przyspieszenie to druga pochodna potozenia:
a = d*x/df® = [d(dx/dt}/dt = (2exdx/dt ) = (2wx/a )(aw + ox*7a) =2xw’ (1 +xa’).

ODPOWIEDZ
Potozenie wyrazamy wzorem:
x =atg (ot)
Predkos¢ okreslimy jako:
v= ox/a+an
Przyspieszenie wyrazimy wzorem:
a=2x0" (1 +x%a®).

[Opracowanie KR]
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3.6. Wyscig walca i kuli

Walec i kula o masach M i promieniach R staczaja si¢ bez poslizgu po réwni pochylej o kacie
nachylenia o wzgledem poziomu. Ktéra z bryl dotrze do podstawy réwni w krotszym czasie
zakltadajac, ze obie startuja z wierzchotka réwni w tym samym momencie z zerowa predkoscia
poczatkowa?

Dane:
R — promien walca i kuli
M — masa walca i kuli

a — kat nachylenia rowni wzgledem poziomu

Podpowiedz 1: Dla wybranej bryly zrob rysunek wedtug danych z tresci zadania i rozrysuj sily
dzialajqce na nig.

Site cigzkosci Q rozktadamy na dwie sktadowe, prostopadia do
powierzchni réwni o wartosci Q, = Qcos(a) oraz réwnolegta do
powierzchni réwni o wartosci Qx = Qsin(a). Ponadto na brylg
dziala sita tarcia T zwrdcona przeciwnie do kierunku ruchu oraz
sita reakcji podtoza N.

Podpowiedz 2: Toczenie si¢ bryly rozpatrujemy jako zlozenie ruchu postgpowego Srodka masy i
ruchu obrotowego wzgledem osi przechodzqcej przez srodek masy. Do obu rodzajow
ruchu stosujemy Il zasade dynamiki Newtona, na podstawie ktorej znajdujemy
przyspieszenie liniowe.

Rozwiqgzanie

A. Druga zasada dynamiki dla ruchu postgpowego srodka masy:
Ma=Q+N+T.

gdzie @ to przyspieszenie liniowe $rodka masy.

Po zrzutowaniu wektoréw na kierunki x i y otrzymujemy:

Ma=Q -T, *)
0=N-0,
gdzie 0, =0Osin(a) oraz & = Qcos(a) .

Poniewaz nie ma poslizgu, to wystgpujace tarcie jest tarciem statycznym:
T =pN =pQcos (o) = pMgeos(a)

gdzie | to wspotezynnik tarcia statycznego.

B. Ruch obrotowy wzgledem osi symetrii jest wynikiem dziatania tylko momentu sity tarcia. Druga
zasada dynamiki dla ruchu obrotowego wzgledem osi przechodzacej przez srodek masy:

Ie=rxT,
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gdzie { to moment bezwtadnosci bryly oraz € to przyspieszenie katowe.

Ruch obrotowy wzgledem osi symetrii jest wynikiem dziatania tylko momentu sity tarcia, gdyz
momenty sit @ i N wynosza 0. W zapisie skalarnym mamy:

ls:RTsin(90°)= RT. (**)

Przy braku poslizgu obowiazuje nastepujaca zalezno$¢ pomigdzy przyspieszenie katowym i liniowym:

e= (**%)

a
e

Z uktadu réwnan (*), (**) oraz (***) wyznaczamy przyspieszenie liniowe uktadu:

ue gsm(]oc).

I+—
MR

Momenty bezwtadnosci dla walca i kuli wynosza odpowiednio:

1

[wulﬂc =7 MRZ
2
2
Ly = g MR’

Po wstawieniu momentow bezwladnosci do wyznaczonego wzoru na przyspieszenie liniowe,
otrzymamy, ze kula osiagnie wigksze przyspieszenie:

2 . 5 .
Aalec = ggsm ((X) <y, = ;gsm(ot)

Odpowiedz
Podstawe rowni pierwsza osiagnie kula.

[Opracowanie KF]
3.7. Rurka, bloczek i cegla

Na wydrazony walec (cienko$cienna rurka) o masie M; i promieniu R; nawini¢to niewazka i
nierozciagliwa ni¢, ktora przerzucono przez walcowaty bloczek o masie M, i promieniu R,. Na konicu
nici zawieszono cegle o masie m. Wyznacz przyspieszenie cegly i sil¢ tarcia dziatajaca na wydrazony
walec zaktadajac, ze toczy si¢ on bez poslizgu.

Dane:

M, — masa wydrazonego walca
R, — promien wydrazonego walca
M, — masa bloczka

R, — promien bloczka

m — masa cegly
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Podpowiedz 1: Zrob rysunek wedtug danych z tresci zadania i rozrysuj sily dziatajqce na kazde ciato
w uktadzie.

Na rurke dziata sifa tarcia T oraz sita reakcji nici N;. Na
M, M, @ , bloczek dziataja sity reakeji nici N'y oraz N',, natomiast na
N cegle dziata sita cigzkosci Q oraz sita reakcji N,.

T Niewazkos¢ nici pozwala napisa¢: N; = N'; oraz N, = N',.
N,

Podpowiedz 2:

Nierozciggliwos¢ nici sprawia, zZe przyspieszenie liniowe cegly, bloczka i punktu S na rurce jest takie
same co do wartosci (a). Poniewaz ruch rurki jest kombinacjq ruchu postgpowego i obrotowego,
przyspieszenie w punkcie S jest dwukrotnie wigksze od przyspieszenia Srodka masy a = 2a, .

Ruch postgpowy Ruch obrotowy Toczenie
a,=¢R 2a;,

Agr

+ =
ag ag
ag -0g = -€R

Podpowiedz 3: Ruch kazdego ciala, rurki, bloczka oraz cegly, staramy si¢ rozpatrywacé jako ztozenie
ruchu postgpowego srodka masy i ruchu obrotowego wzgledem osi przechodzgcej
przez Srodek masy. Do obu rodzajow ruchu stosujemy II zasade dynamiki Newtona i
dokonujemy szczegotowej analizy rownan.

Rozwigzanie

A. II zasada dynamiki Newtona dla rurki:

- ruch postgpowy: M,a, =N, +T,

- ruch obrotowy: 7, & =R xT + R xN,,

gdzie I,=M,R} to moment bezwladnoéci rurki wzgledem osi symetrii rurki oraz g, to jej
przyspieszenie katowe. Jezeli przyja¢, ze wektory R,, T, oraz N, leza w plaszczyznie kartki, to
momenty sit, R xT oraz R, x N, odpowiedzialne za obrot sa prostopadte do kartki. Wtedy wektory

R xT oraz R x N, zwrocone s3 "od nas" i ten kierunek przyjmujemy za dodatni. Réwnania
wektorowe przyjmuja wowczas nastepujaca posta¢ w postaci skalarnej:
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Mlasr =N -T
Le = RITSin(9O°)+ Rllein(90°) =R, (T+ Nl),

Wykorzystujac fakt, ze dla ruchu bez poslizgu € =a,, /R, =a/(2R,), powyzsze réwnania przyjmuja

postac:
1
EMla =N, -T
1
EM'a =N, +T

Co prowadzi do rezultatu T =0 oraz N, = M,a/2 . Brak sily tarcia oznacza tutaj, ze walec wydrazony
moze toczy¢ si¢ bez poslizgu nawet po idealnie gtadkim stole.

B. Bloczek obraca si¢ wokot nieruchomej osi przechodzacej przez jego $rodek. Obrot bloku nastgpuje
pod wptywem sil napigcia nici:

- ruch obrotowy: I,€, =R, x N, + R, x N,,

1
gdzie 1, :5M2R22 to moment bezwladno$ci bloczka wzgledem jego osi symetrii oraz g, to jego
przyspieszenie katowe. Jezeli przyjaé, ze wektory R,, N, oraz N, leza w ptaszczyznie kartki, to
momenty sit s3 prostopadte do kartki. Wtedy wektory R, x N, zwrécony jest "do nas" a wektor
R, x N, zwrocony jest "od nas". Wykorzystujac fakt, ze N, =N';, N,=N', réwnanie wektorowe
przyjmuje nastepujaca posta¢ w postaci skalarne;:

Lg, = R,N,sin(90°) - R,N,sin (90°) = R, (N, - N,)

Uzywajac definicji ;i €, =a/R, oraz korzystajac z wyniku uzyskanego w punkcie A, N, :EM'a s
otrzymamy:

Nz=%a(Ml M)

C. Cegta porusza si¢ tylko ruchem postgpowym. II zasada dynamiki Newtona w postaci wektorowej
ma postac:

ma=Q+N,.

Wykorzystujac fakt, ze Q=mg oraz N, =1/ Za(M M, ) , rbwnanie skalarne mozna napisaé w
postaci:
ma=mg—1/2a(M,+M,)

Z ostatniego roOwnania otrzymujemy przyspieszenie cegly:

0 2m
(2m+M,+M,) g
Odpowiedz
Sita tarcia dziatajaca na wydrazony walec 7'= 0, przyspieszenie cegly a =2mg / (2m +M, +M, ) .
[Opracowanie KF]
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3.8. Szpula Pana Hieronima

Pan Hieronim pokazuje taka ,,sztuczke”: na szpulg o wewngtrznym promieniu » i promieniu
zewngtrznym R jest nawinigty gigtki pas. Pan Hieronim, odpowiednio unoszac albo
opuszczajac ten pas, ,,pociaga” szpulke do siebie albo od siebie. Jaki jest graniczny kat 6,, od
ktérego szpulka zaczyna si¢ porusza¢ w jednym albo drugim kierunku? Ile wynosi
przyspieszenie dla kata 0,+10° 1 0,—10°. Czy szpulka toczy si¢ czy $lizga dla tych katow?

Przeprowadz obliczenia, przyjmujac mas¢ szpulki 2 kg, sit¢ ciagnaca szpulke F=8N, promien
r=5cm, R=10 cm i wspotczynnik tarcia u~=0,4. Zakladamy dla celow obliczenia momentu
bezwtadnosci, ze szpulka jest jednorodnym walcem o promieniu R.

Dane:

R =10 cm — promien zewngtrzny szpulki
7 =5 cm — promien, na jakim dziala sita F
s = 0,4 wspdtezynnik tarcia (statycznego)
m =2 kg masa szpulki

F=10N

a — przyspieszenie srodka masy szpulki

Wskazowka Zadanie przypomina poprzedni problem a rozni sig tylko kqtem 0 nachylenia sity
F'w stosunku do poziomu.

V777777

Réwnania ruchu

Roéwnania ruchu to dwa réwnania Il zasady dynamiki Newtona: ruchu translacyjnego srodka
masy i ruchu obrotowego wokot tego srodka masy. Dla ruchu translacyjnego (tj. w kierunku
poziomym) mamy

FcosO+T =ma )]

Zgodnie z rysunkiem zaktadamy przyspieszenie i sily za dodatnie, jesli dziataja w prawo.
Promien » uwazamy za dodatni, jesli punkt przylozenia sity lezy nad $rodkiem obrotu szpulki
(jak na rysunku). Kat 6 miedzy kierunkiem poziomym a sitg zmienia si¢ w zakresie od

-m/2< 6< /2.

Dla ruchu obrotowego szpulki mamy
Fr—TR=Lmr* % =L pg )
2 R 2
Zauwaz, ze w rownaniu (1) sity F i T si¢ dodaja, bo dzialajg w tym samym kierunku,
natomiast ich momenty sil, Fr i TR odejmuja si¢, jako ze powoduja obrot szpulki w
przeciwnych kierunkach.
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Zadanie rozwigzujemy analogicznie jak sposob Il w poprzednim przyktadzie. Rozwigzaniem
uktadu rownan (1)-(2) jest

azZiRcose+r 3)

3m R
i T = i(2r—Rc056) “4)
" 3R ’

Kierunek toczenia sie

W odréznieniu od poprzedniego zadania, przyspieszenie $rodka masy moze przyjmowaé

warto$ci dodatnie lub ujemne. Decyduje o tym znak sumy (» + R cos0). Dla ujemnego r (czyli
r r

tasmy zaczepionej w dolnej cze$ci szpulki i kata 0 takiego, ze cos0 < %, czyli ‘6‘ > arccos%

przyspieszenie staje si¢ ujemne: szpulka ze stanu spoczynku zaczyna toczy¢ si¢ w lewo. Przy
mniejszym kacie nachylenia taSmy, przyspieszenie jest skierowane w prawo. Przypominamy,
z poprzedniego zadania, ze przy kacie 6=0 (i | r | <R) szpulka toczy si¢ zawsze w prawo.

Maksymalna sita F

Istotny jest warunek toczenia si¢ szpulki (tzn. braku poslizgu). Sita nacisku szpulki na
podioze N wyraza si¢ wzorem

N =mg—Fsin0 5)
Dla zapewnienia si¢ toczenia, sita tarcia 7' nie moze przekroczy¢ maksymalnej warto$ci

7| < 7,,,, = p,(mg - Fsin®) ©)
Zgodnie z rownaniem (4) naktada to ograniczenie na maksymalna sitg¢ F.

Obliczenia numeryczne

Dla tasmy zaczepionej od dotu szpulki i przy podanych promieniach warunek » + Rcos6 =0
otrzymuje si¢ dla 6,=60°.

Dla kata §=70° otrzymujemy ze wzoru (3) a =—0,42 m/s” (szpulka przyspiesza w lewo)
a dla kata 6=50° otrzymujemy a = +0,38 m/s® (szpulka przyspiesza w prawo).
Sita tarcia (wzor 4) wynosi odpowiednio 7'=-3,58N dla 6=70°1 T'=-4,38N dla 6=50°.

Graniczne wartosci sity tarcia (wzor 6) wynoszg Tmax=4,84N dla 6=70°1 7= 5,40N dla
0=50°. W zadnym przypadku dziatajaca sita tarcia nie przekracza maksymalnej sily tarcia
statycznego.

Sprawdz, ze szpulka, przy podanych katach, bedzie si¢ $lizgata juz dla sity 9,5 N.

Zadanie numeryczne Znajdz, poprzez iteracje numeryczng, do jakiego kata nalezy zmniejszy¢
pochylenie sity 9,5 N aby szpulka si¢ nie $lizgata.

[Opracowanie GK, zob. tez P. Mazzoldi, A. Saggion, C.Voci, Problemi di fisica generale, Padova, zad. 6.55]
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Czes¢ IV — zadania dla doktorantow

4.1. Kulka w miodzie

Kulke stalowa o masie m umieszczono w stoiku z miodem. Sita oporu Foq, dziatajgca na
kulke jest wprost proporcjonalna do predkosci obrotowe;.

1) Okresl, jaka maksymalng pr¢dko$¢ vimax kulka moze osiagnac.
2) Okresl, jak zmienia si¢ predkos¢ kulki w funkcji czasu v(t).

[

Wypisujemy dane:

m masa kulki

v objetos¢ kulki

Pm gestos¢ miodu

m; sita oporu dziatajaca na kulke

k stata wypornosci

w(t) predkosé w chwili ¢

Vmax maksymalna predko$¢, jaka moze kulka osiggnac
Z tablic

2=9,81 m's ? przyspieszenie grawitacyjne
Podpowiedz 1

Zastanow sig najpierw, jakie sily dzialajq na pitke, jak zmienia sig ich wartos¢ podczas ruchu.
Jak zmienia sie wypadkowa tych sit? Jak bedzie zmieniac sie predkosc i przyspieszenie pitki w
czasie? Sporzqdz pomocniczy rysunek.

ROZWIAZANIE
Sa trzy sity dziatajgce na kulke:
Foqp sita oporu
FT; sita grawitacji
T’,; sita wyporu
Zaleznos¢ miedzy wystepujacymi sitami:
Foap = kv wzrasta wraz z predkoscia
F_G) = mg jest stata
17",; = Vp, g pozostaje stata
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k stata wypornosci
\Y objetos¢ kulki
Pm gestos¢ miodu

z tablic:

2=9,81 m's ? przyspieszenie grawitacyjne

Jak sie zmienia wielko$¢ sity wypadkowej, przyspieszenia i predkosci podczas ruchu
kulki:

1.Poczatkowo predkos¢ ruchu kulki i sita oporu sa zerowe. Biorac pod uwage, ze gegstosc¢ stali
jest wigksza niz gestos¢ miodu, powstala sita jest skierowana w dot, tak jak przyspieszenie,
gdy wzrasta predkos¢ kulki.

FVZ

http://fyzikalniulohy
2. Poniewaz coraz szybciej wzrasta sila oporu, wielko$¢ sity wypadkowej w dot maleje,
maleje rowniez przyspieszenie. Predkosé kulki weiaz ro$nie, ale coraz wolniej.

http://fyzikalniulohy

http://fyzikalniulohy
3. Gdy sita tarcia i sita wyporu zrownowaza dziatanie sity cigzkosci wypadkowa sita réwna
jest zero. Wowczas przyspieszenie kulki rowniez jest rowne zero i kulka porusza si¢ ze statg
predkoscia.
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vz odp
\X 2

F,

o

gf‘il gl

Podpowiedz 1
Jaka jest wypadkowa sita, gdy kulka osiggnie maksymalng predkos¢? Napisz rownanie ruchu.
ROZWIAZANIE:

Gdy kula osiagnie maksymalng predkos$¢, wypadkowa sil, dziatajacych na kulke jest rowna
Zero.

Foap + Fg + Fpy = 0 M
Przepisujemy réwnanie skalarnie:

FG_Fodp_sz=O 2
Podstawmy do rownan (1) i (2):

mg — kVpaxy —Vpmg =0 3)

Z rébwnania (3) wyznaczamy maksymalng predkosé:
k = M9~Vomg

Umax
Za objetos¢ kulki mozemy podstawic:

m

Pk
wowczas:

m
mg—; Pmg

k= “)

Vmax

Podpowiedz 3
Spojrz na sily dziatajqce na kulke i napisz rownanie ruchu dla niej.

ROZWIAZANIE:

Roéwnanie ruchu dla kulki:

Fodp+fg+E;=ma 5)
Aby zapisa¢ rownania ruchu skalarnie, wprowadzmy uklad odniesienia. O$ y orientujemy
wzdhuz kierunku ruchu kulki. O$ y jest prostopadta do osi x.

Fg — Foap — Fpy =ma (6)
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Do réwnania 6 podstawiamy wyrazenia opisujace sity:

mg —kv—Vp,g =ma @)
W roéwnaniu (7) przyspieszenie mozemy wyrazi¢ jako zmiang szybkosci w czasie, zatem:

d
mg = kv —="Vpng =may ®)

Objetos¢ kulki mozemy wyrazi¢ jako:

m
V= - )
Gdzie:

Pr gestose kulki

m masa kulki

Rownanie (9) podstawiamy do rownania (8):
dv

m
mg — kv == pmg =mz (10)
Zastosujmy pewne podstawienie:
%pm =m' (11)
Wzor (11) podstawiamy do réwnania (10)
mg—kv—m’g=m% (12)

W ten sposob otrzymaliSmy pierwsze roéwnanie rézniczkowe o statych wspoétczynnikach.
Bedziemy je rozwigzywac przez rozdzielenie zmiennych:

Na poczatku dzielimy przez m:
(m—m')g kv dv

Tm  m dt

k (m—-—m'g dv

m <v B T) ~de

Rozdzielamy zmienng v od zmiennej t i catkujemy cate wyrazenie:

k dt dv f
—_— [ — Y

m _(mn- m’)g/

k _ r
——t+C=1In U—M|

m k

Logarytmujemy obustronnie:
——t+C _ (m - m’)g
k
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T (m— m’)g‘
em e’ =|v——>——
k
Wiyrazenie e€ oznaczymy jako statg K
k —m!
emt kK = |U_M|
k
Wyrazenie:
(m-m)g
k

jest rowne réwnaniu (4), w ktéorym policzylismy maksymalna predkos¢

m
mg — Epmg
Umax = I
Dla predkosci v < vy,
. (m—m’)g| __, ., m=m)g
k k

Wartos$¢ statej K nalezy ustali¢ z warunkow poczatkowych. Dlat = 0v =0 %, zatem:

Q0w K = —p4 Mg
m—m'
wo . )9
Podstawiajac do rownania (13)
(m-m)g &, __ (m-m)g
k k

v(t) = @(1 — e'%t)

ODPOWIEDZ
Maksymalna predkosé kulki wynosi:
m
mg =5, Pmd
Umax = #

Roéwnanie opisujace predkos¢ kulki w miodzie w funkcji czasu to:

v(t) = —(m —an')g (1 - e_%t)

(13)

(14
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4.2. Wahadlo matematyczne (rzeczywiste)

Rozwazmy wahadlo matematyczne w postaci masy m zawieszonej na niewazkiej nici o
dtugosci L=1m. Wahadlo wykonuje oscylacje z amplitudg 6,=45°. Pomijajac opory, znajdz
wyrazenie na okres drgan wahadta i poréwnaj z okresem otrzymanym dla matych wychylen
wahadta. Przez 6 oznaczamy kat wychylenia wahadta.

Wskazowka

Korzystamy z zasady zachowania energii.

1 ,(doY
—mL| — | +mgL(l—cosf)=mgL(1—cosb))
2 dt
ktéra mozemy zapisa¢ w postaci
1 L(do) g
—ml*| — | =2 (cos@—cosé, 1
2" (mj L 2 M

Pamigtajac, ze
cosf—cosf, = Z(Sin2 b _ sin’ g)
2 2

réwnanie (1) przyjmuje postac¢

G ?)

. g
dzie 0 = ,[=.
& L

Przyjmujemy teraz zmienng pomocnicza u, sin 5 =sin 7°sin u

Dla zmiennej tej zachodzi zwigzek

94



sin’ %—sinzg = sin%\/l—sin2 u :sin%cosu

Migdzy zmiennymi 0 i « zachodzi tez zalezno$¢

cosgd Q :sin@cosudu
2 \2 2

Lewa stron¢ rownania (2) mozemy zapisac jako

d(=) 1 sin%cos udu du

\/sinzﬂfsinZQ sin&cosu COSQ \/lfsinzisinzu
2 2 2 2 2

Mamy wigc

u
wt = I —
01 l—sinzg—osinzu

2

Okres T otrzymujemy przyjmujac, ze dla =174, 6=0,, czyli u=n/2:

%
T — 4 AJ‘ du
€ 01\ 1—sin2%sin2u (3)

Catke pod pierwiastkiem nazywamy catka eliptyczng zupelng pierwszego rodzaju.

Zauwazmy, ze wynik (3) zawiera dobrze znang zalezno$é

T = Zn\/g 3)

prawdziwa dla matych wychylen. W tym przypadku 8o—0 i warto$¢ catki we wzorze (3) dazy
do /2.

1 1 0 7]
=1+ =sin? = sin®u + - sin* 70 sin*u

0, . 27 2 8
1 — sin? 7"smzu

Ogolnie, mozemy uzyskaé zalezno$¢ dla T rozwijajac w szereg wyrazenie pod pierwiastkiem
catkujac wyraz po wyrazie.

co po podstawieniu do catki we wzorze (3) daje

T=ZH\/Z[1+lsin2&+isin4&+~-] 4
g 4 2 " ea 2

95



n-1

. . B . 1 . n—
Przypominamy, ze: I = [ sin"udu = — In_p — Susin™ 1

ulg

Obliczenia liczbowe
Podstawiajac dane wartosci liczbowe, réznica migdzy wynikiem (4) a tym okreslonym dla
9

; i I L gin2fe 2 sin2 %] =
matych drgan (3) dana jest przez:- \/;Sln 5 [1 + g sin 2] =0,079s

Blad wynikajacy z przyjgcia wzory przyblizonego (3°), ktory daje 7=2.006 s wynosi zaledwie
0.39%.

[DS i GK, wg G. Consolati, Fisica generale, EtasLibri, Milano, 1994.]
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