Grzegorz Karwasz, Grzegorz Osinski

W poprzedniej cze$ci artykulu analizowaliSmy dzwiek wy-
dawany przez kieliszek pocierany wilgotnym palcem! i flet.
Przebieg obserwowany na oscyloskopie doskonale ilustrowat
sume sinuséw. Tym razem dzieki dwém zeliwnym dzwonkom
przyjrzymy sie iloczynowi tych funkcji.

Zajrzyjmy na chwile do wzoru na sume sinusoéw przedsta-
wiong jako iloczyn sinusa i cosinusa. Wydawatoby sie, ze
zastgpienie sumy przez iloczyn nie wprowadza zadnych no-
wych elementéw. Ba, fatwiej sinusy sumowac niz je mnozy¢.
Ale nie zawsze! Wkroétce sie o tym przekonamy.

Potrzebne na lekcji dzwonki mozna kupi¢ w sklepie dla maj-
sterkowiczow, z tym ze nalezy wybra¢ dwa o zblizonym tonie.
Najpierw uczniowie sami badaja dzwieki. Robig to pozornie
spontanicznie, ale w rzeczywistos$ci absolutnie rygorystycznie.
Uczniowie dzwoniq jednym dzwonkiem (najwyzej trzy razy),
po czym go wyciszamy, odkltadamy i dajemy drugi dzwonek.
Nalezy pilnie uwaza¢, aby dzwonki nie zadzwieczaly razem!
Po doswiadczeniu z fletem mlodziez potrafi juz ustyszec¢ nie-
wielka roznice w czestotliwo$ci. Teraz pokazujemy te réznice
na ekranie komputera z uprzednio zarejestrowanego widma
Fouriera: wida¢, ze czestotliwo$ci rzeczywiscie niewiele sie
roznia. Rysunek 1 ilustruje dZzwieki wydawane przez dzwonki,
ktérych czestotliwosci wynosza okoto 2580 Hz oraz 2420 Hz.
Wré¢émy teraz do tablicy. Zat6zmy, ze sumujemy sin 20« i sin
22 . Co uzyskamy? Pamietajac o wyrazeniu na sume sinuséw,
mozemy zapisac:

sin 20 +sin22x = 2sin 21 xcos «

Préby narysowania na tablicy sumy nie daja jednoznaczne-
go wyniku. Lepiej uzy¢ formy iloczynowej: mnozymy sinus
Sredniej czestotliwo$ci przez cosinus polowy roéznicy cze-
stotliwo$ci. Sinus $redniej czestotliwo$ci nie rézni sie wiele
od sinusa czestotliwo$ci sktadowych, ale cosinus jest swego
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rodzaju wolnozmienng obwiednig sinusa
- ma duzo mniejsza czestotliwo$¢. Czyli
w dzwieku wytwarzanym przez oba dzwon-
ki razem powinna sie pojawi¢ jakas nowa,
niska czestotliwo$¢? Jakie$§ takie dudnienie
basem? Sprobujmy!
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Rys. 1. Wartosci czestotliwosci drgan dzwonkéw opisanych
doswiadczeniu

Dopiero teraz pozwalamy zadzwiecze¢ obo-
ma dzwonkami naraz. Rzeczywiscie pojawia
sie niska czestotliwo$¢: mity dla ucha dzwiek
kazdego z dzwonkéw pojedynczo zamienia
sie razem w przerazliwg kakofonie. Moze-
my obejrze¢ na ekranie oscyloskopu typowy
przebieg dudnien (patrz rys. 2). Matematyka
przewiduje zatem to, czego stuchajac kaz-
dego z dzwonkoéw oddzielnie, nie jesteSmy
w stanie przewidziec.
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Rys. 2. Wynik mnozenia funkgji trygonometrycznych - dud-
nienia obserwowane przy réwnoczesnym uderzeniu obu
dzwonkéw. Wyraznie widoczna obwiednia funkgji trygono-
metrycznej

Na koniec warto jeszcze u$wiadomic
uczniom, ze analizg dZzwiekoéw zajmowali
sie juz przed wiekami najwieksi mysliciele?.
Pierwszy chiniski flet z piecioma rejestrami
pochodzi z VII tysiaclecia p.n.e. Na cytrze
o roznych dlugosciach strun grano w Me-
zopotamii. Pitagorasa zdumiato, ze niektoére
liczby nie daja sie przedstawi¢ w postaci ilo-
razu liczb catkowitych (harmonicznych).

Ojciec Galileusza byl lutnikiem, a on sam
odkryt, jak czestotliwo$¢ struny zalezy od
jej diugosci, gestosci i sity naciggu. Newton
wyjasnil ten wzoér, wprowadziwszy zasady
mechaniki i rachunek rézniczkowy. Fourier,
oficer napoleonski, bral udziat w wyprawie
do Egiptu, o czym nie pamietamy, wciska-
jac w wiekszos$ci programéw analizy danych
klawisz ,Fast Fourier Transform”. Mecha-
niczne analizatory skladowych harmonicz-
nych wielkosci sporych szaf budowali m.in.
Thompson, Konig i Helmholtz. Nie méwiac
juz o mechanice kwantowej, w ktérej atom
wodoru jest opisywany za pomocg ,har-
monik sferycznych”, i chemii kwantowej,
korzystajacej - wzorem sktadowych Fourie-
ra - z ,ortogonalnych baz funkcji falowych”.

1 7Zobacz takze: http://modern.fizyka.umk.pl/new
Szammuzyka/szammuzyka.html.

2 . James, Muzyka Sfer, Krakow 1996.
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