TEMAT NUMERU

Grzegorz Karwasz,

W jaki sposob zilustrowaé sumowanie i mnoze-
nie funkgji trygonometrycznych? Mozna wpro-
wadzi¢ na lekcji elementy eksperymentu przy
wykorzystaniu programu komputerowego i rze-
czywistych zrédet dzwieku. Dzwiek otrzymany
przez pocieranie kieliszka to idealna sinusoida.
Dzwiek fletu zawiera kilka czestotliwosci har-
monicznych, bedacych catkowitymi wielokrot-
nosciami czestotliwosci podstawowej — przebieg
obserwowany na oscyloskopie to suma sinusoid.

Wirtualny oscyloskop

Nauczanie trygonometrii w szkole napoty-
ka bariere pojeciowa w momencie, kiedy
funkcja kata ostrego w trojkacie prosto-
katnym zostaje rozszerzona na zakres do-
wolnych katéw na osi rzeczywistej. Moz-
na co prawda pokaza¢ doswiadczalnie, ze
taka funkcja rosnaca, a nastepnie maleja-
ca w czasie to na przykiad rzut ruchu
punktu materialnego po okregu na o$ po-
tozona w plaszczyznie tego ruchu (czy-
li na przyktad ruch kamienia na sznur-
ku ogladany z boku, zob.: film na stro-
nie http://modern.fizyka.umk.pl/dzwieki/).
Obejrzenie funkcji sinus na ekranie kom-
putera nie budzi jednak u uczniéw naj-
mniejszego zdziwienia, gdyz przebiegi ta-
kie pokazuja prawie wszystkie komputero-
we programy nagrywajace i odtwarzajace
muzyke. Wirtualny oscyloskop, ktéry mo-
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http://www.zelscope.com/, jest niejako od-
miang tych programéw. Dziala on we wspo6l-
pracy z mikrofonem komputera (najlepiej
uzy¢ mikrofonu zewnetrznego z ekranowa-
nym kablem). Oscyloskop pokazuje wykres
amplitudy fali w funkcji czasu (podstawe
czasu mozna regulowac), pozwala tez na
okreslenie czestotliwos$ci sktadowych dzwie-
ku, czyli na analize harmoniczna. I znowu,
analiza czestotliwo$ci, czyli transformata Fo-
uriera, nie budzi zdziwienia, gdyz wiekszo$¢
wiez hi-fi ma kolorowe, slupkowe wys$wie-
tlacze obrazujace te analize. Sprébujmy za-
tem wykorzysta¢ technologiczne zabawki do
wprowadzenia funkcji trygonometrycznych
zmiennej rzeczywistej, ale niejako kuchen-
nymi drzwiami.

Istotng uwaga metodyczng przy korzystaniu
Z ponizszego materialu jest w miare Sciste
przestrzeganie okreslonego schematu dzia-
fania: uslyszenie dzwieku, jego analiza na
ucho, wizualizacja skladowych za pomocg
odpowiedniej opcji oscyloskopu, wzor trygo-
nometryczny oraz jego analiza, a dopiero na
koncu weryfikacja przebiegu fali jako funk-
cji czasu na ekranie oscyloskopu.

Szklanka i flet

Aby analizowa¢ dzwiek, potrzebny jest
przede wszystkim generator fali akustycz-

zemy znalez¢ miedzy inmymi pod adresem

nej. W zasadzie nie ma z tym problemu
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- mozna uzy¢ komputera z karta dzwie-
kowa i kolumnami, a w laboratorium fi-
zycznym przestrajalnego generatora funkcji
sinus, wzmacniacza i glo$nika, z tym ze
popelniamy w ten sposob tautologie - ge-
nerujemy dzwiek 1000Hz i obserwujemy w
widmie réwniez czestotliwo$¢ 1000 Hz.
Wydawaloby sie, ze Zrodiem fali sinusoidal-
nej moze by¢ drgajaca struna lub organowa
rura. Nic bardziej ztudnego! Okazuje sie
wrecz, ze to, co jest dla nas mitym dzwie-
kiem, jak na przykilad dzwiek skrzypiec,
jest cala mieszanka wielu czestotliwosci
harmonicznych!, a fala taka nie przypomina
w niczym przebiegu sinusoidalnego. Zna-
komitymi generatorami fal dzwiekowych o
powtarzalnych cechach sg za$ proste przy-
rzady, takie jak szklanka lub flet.

Lekcje trygonometrii do$wiadczalnej war-
to zacza¢ od ogdlnego pokazania dziatania
oscyloskopu wirtualnego, a nastepnie zo-
brazowania za jego pomoca jakiejkolwiek
funkcji okresowej. Wiaczamy oscyloskop,
wybieramy ucznia i prosimy go o zaspiewa-
nie ,la”; potem prosimy o to innego ucznia.
Jest z tym wiele zabawy - obserwowane
przebiegi maja najrézniejsze ksztatty, ale si-
nusoidy nie przypominajg w najmniejszym
stopniu.

W poszukiwaniu czystego dzwieku postu-
zymy sie kieliszkiem albo cienko$cienng
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szklankq - lekko pocierajac zwilzonym pal-
cem gorng krawedzZ naczynia. Kieliszek nie
powinien sta¢ na tym samym stole co mi-
krofon, aby wyeliminowa¢ powstawanie do-
datkowego rezonansu pomiedzy nimi. Nie-
zbedna jest chwila cierpliwosci - wydaje
sie, ze struktura szkla pamieta wytworzony
dzwiek. JeSli sie nam uda, to na ekra-
nie zaobserwujemy prawie idealng sinuso-
ide o czestotliwosci okolo 1100-1300Hz,
ktéra w niewielkim stopniu zalezy od ro-
dzaju szklanki, szkla itd. (patrz rys. la;
nieco trgjkatny ksztalt sinusoidy wyni-
ka z malej czestosci probkowania uktadu
elektronicznego)?. Uwaga: na razie nie po-
kazujemy rysunku 1b! Zalezno$¢ amplitudy
dzwieku od czasu z rysunku la jest do-
brze opisana funkcja y(t) = Asin(wt), gdzie
w = 21rf. Aby znaleZ¢ czestotliwo$¢ dzwieku
f, nalezy sprawdzié, jaka jest wybrana skala
osi x, odczyta¢ z przebiegu na oscyloskopie
okres sinusoidy, a nastepnie obliczy¢ czesto-
tliwo$¢ zgodnie z zaleznoScia f = ,11-
Wracamy do prob $piewu i pokazujemy jesz-
cze raz, ze generowany dzwiek jest czesto
znacznie bardziej skomplikowany niz pisk
szklanki. Aby uniezalezni¢ sie od emocji ,ge-
neratora” (poczatkowa ciekawo$¢ uczniéw
szybko zamienia sie w §wietng zabawe), sko-
rzystamy z plastikowego fletu, ktéry mozna
kupi¢ w sklepie z towarami za 5 z1.
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Przyklad sinusoidy otrzymanej za pomoca oscyloskopu wirtualnego i kieliszka (pocieranego wilgotnym palcem
po krawedzi)3. Rys. la. Zalezno$¢ amplitudy dzwieku od czasu. Rys. 1b. Analiza harmoniczna (transformata
ouriera): obserwujemy tylko jedna sktadowa o czestotliwos$ci 1330 Hz
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aklejamy wszystkie otwory, pozostawiajac
otwarty tylko ten na koncu. Regulujac site
zadecia i zamykajac palcem (lub otwiera-
jac) otwér na koncu, mozemy wygenerowac
5-6 réznych czestotliwosci*. Jeden z wyge-
nerowanych przebiegéw czasowych (nalezy
dmuchaé¢ powoli i réwno - warto to wcze-
$niej przecwiczy¢) pokazuje rysunek 2a.

— dzwiek fletu
77777 teoretyczna suma dwoéch sinusoid

amplituda
—
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Przyklad analizy dzwieku otrzymanego za pomoca
fletu. Wida¢ wyraznie dwie skfadowe czestotliwoSci;
linia przerywana to krzywa teoretyczna otrzymana
w wyniku sumowania dwoch sinusoid o czestotliwo-
§ciach odpowiednio 970 Hz oraz 1940 Hz.

Jest to wyraznie funkcja okresowa, cho¢ nie
wiemy jeszcze jaka. I tu, postugujac sie kre-
da i tablica, przechodzimy do trygonometrii.

Kreda i tablica jako srodek
dydaktyczny

Stawiamy hipoteze robocza, ze generowany
dzwiek to suma przebiegdéw sinusoidalnych.
Sprawdzmy! Wykonujemy rysunki podobne

do tych, ktére pokazano na rys. 3. Oczy-
wiscie mozna sie ograniczy¢ do mniejszej
liczby okreséw, najwazniejsze jest jednak to,
aby sumowanie graficzne uczniowie prze-
prowadzili sami za pomoca kredy i linij-
ki. Tak przeprowadzona analiza sumowania
funkcji bedzie bardzo przydatna w kolej-
nych przyktadach dos$wiadczalnych. Ucznio-
wie po jej przeprowadzeniu zauwaza, iz po-
wstata nowa funkcja, ktéra nie ma juz tylko
jednego okresu - wyraznie wida¢, iz poja-
wit nowy okres i jakby podokresy; zgodnie
z oczekiwaniami wzrosta amplituda funkcji
wynikowej.

Juz bez kredy i tablicy, z ekranu kompute-
ra mozemy pokaza¢ sume funkcji sin 2o+
+sin 3. Uczniowie widza, ze analiza czesto-
tliwosci sktadowych nie jest banalna - okres
nowej funkcji nie wynosi ani 2, ani 3.

Analiza, bez Fouriera

Zasadnicze réznice w typie slyszanego
dZzwieku pozwalaja nam na wprowadzenie,
niejako niechcacy, analizy harmonicznej za
pomoca transformaty Fouriera. Pokazuje
ona, jakie sktadowe harmoniczne i o jakiej
amplitudzie zawiera analizowany dZzwiek.
Nie jest konieczne wprowadzanie pelnego
formalizmu matematycznego: uczniowie od-
rozniaja wyraznie czysty, cho¢ ostry dzwiek
szklanki o jednej tylko sktadowej czesto-
tliwosci i inny, bardziej ,miekki” dzwiek
$piewu lub fletu, o kilku czestotliwosciach
sktadowych>.

Transformata Fouriera nie wchodzi oczy-
wiscie w zakres programu nauczania, ale
dzisiaj, w dobie powszechnego uzycia kom-
puteréw, jest przez uczniéw bardzo czesto
stosowana, zazwyczaj bez zadnej wiedzy
teoretycznej, np. podczas konwersji plikow
dzwiekowych do formatu MP3. Wystarczy
powiedzie¢ uczniom, ze za pomoca takiej
analizy mozna obliczy¢ z dowolnej funkcji
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maja kilka réznych okresow.

okresowej jej sktadowe podstawowe - na-
zywane wlasciwie harmonicznymi. Ogdlnie,
nasze ucho klasyfikuje jako dZzwieki ,harmo-
niczne” te, ktérych czestotliwos$ci maja sie
do siebie jak proste liczby calkowite, np.
2 : 1 (tzw. oktawa), 4 : 1 (podwdjna oktawa),
4 : 3 (kwinta).

Jeszcze sto lat temu do analizy czestotliwo-
$ci uzywano kolumny rezonatoréw w po-
staci metalowych pustych kul o réznych
wielko$ciach. Dzi$ po prostu wiaczamy dru-
gi klawisz oscyloskopu wirtualnego, stuzacy
do analizy barwy dzwieku. Okazuje sie, zZe
widmo czestotliwosci fletu z rysunku 2a
zawiera tylko dwie sktadowe: w i 2w. Rze-
czywiScie, przebieg okresowy z rysunku 2a

Rys. 3 Przyklad graficznego sumowania funkcji sinus. Na wykresach sum funkcji trygonometrycznych zazna-
czono punkty odpowiadajace kolejnym czesto$ciom skfadowym. Funkcje bedace wynikiem sumowania wyrazZnie
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to suma dwoch funkcji sinus: mierzony
przebieg pokrywa sie w do$¢ dobry spo-
sob z funkcja otrzymanag na rysunku 3.
Zwracamy uwage na to, ze na rysunku 3 su-
mowaliSmy dwie funkcje sinus o jednakowej
amplitudzie, a w dzwieku fletu natezenie
drugiej harmonicznej jest zaledwie potowa
natezenia czestotliwo$ci podstawowej. Mimo
to wynik ,matematyczny” i ,fizyczny” sg
do siebie podobne. To jest wlasnie potega
trygonometrii - teoria potwierdzona rzeczy-
wistym do$wiadczeniem.

Wracamy nastepnie jeszcze raz do doswiad-
czen z fletem i pokazujemy, ze w zalezno-
$ci od sposobu zadecia (silniej lub stabiej,
z otwartym lub zamknietym koncem) otrzy-
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TEMAT NUMERU

mujemy inny dzwiek - zmieniaja sie okres
i forma przebiegobw na bardziej tréjkat-
na lub kwadratowo-trdgjkatna (na przemian
porownujemy widmo czestotliwosci i prze-
biegi czasowe). Analiza Fouriera pokazuje,
ze w widmie pojawia sie jeszcze kilka czesto-
tliwo$ci harmonicznych. Uczniowie na tym
etapie powinni zrozumie¢, ze kazda funkcja
okresowa moze by¢ przedstawiona w formie
sumy funkcji sinus (o odpowiedniej ampli-
tudzie, czestotliwosci i fazie)®. I na tym
mozna by zakonczy¢ lekcje sumowania si-
nuséw, gdyby nie dwa dzwonki do drzwi -
zwykle, zeliwne, pociagane za sznurek. Ale
0 tym w nastepnym odcinku.

l G Karwasz, E. Rajch, Czarodziejski flet, ,Fizyka
w Szkole” nr 1, 2006.

2 Szczego6towy opis glass-harmoniki czytelnik mo-
ze znalez¢ w: E. Rajch, G. Karwasz, Szampanska
muzyka, ,Foton”, Nr 85, lato 2004, s. 40-45.

Wszystkie wykresy zamieszczone w niniejszym
artykule powstaly w ramach kursu powtérkowe-
go z matematyki dla nowo przyjetych studentéw
fizyki, informatyki i astronomii na Uniwersytecie
Mikotaja Kopernika w Toruniu oraz przy okazji
lekcji i wystaw dla studentéw w innych krajach.

Zobacz artykul Czarodziejski flet.
Wiecej na ten temat w artykule Czarodziejski flet,

Czytelnikéw szczegélnie zainteresowanych od-
sylamy do przebiegéw pokazanych w artykule
Szamparniska muzyka.
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