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Komentarz dydaktyczny

Wyktad, wygtoszony 14 marca dla grupy ok. 100
uczniow ze szkot torunskich (6-7-8%klasa szkoty
podstawowej) pokazuje, ze matematyka nie jest
jedynie nauka abstrakcyjna, opartg o zestaw
aksjomatow.

(Zresztg w takiej aksjomatycznej postaci, jak to
pokazat Godel, musi by¢ albo mekompletna albo
wewnetrznie sprzeczna)

Matematyka rozwineta si¢ bardzo, bardzo dawno

temuéplerwszy zapis liczenia po 28 dni pochodzi

sprzed 40 tys. lat) jako nauka stuzgca celom

Braktycznym wymierzania poletek wokot Nilu |
udowania zigurratow w Mezopotamii.

Umiejetnosci matematyczne kilka tysiecy lat temu
byly znaczne - dodawania utamkow (zapewne jako
wycinki kot rysowanych patykiem na piasku),
obliczania objetosci piramid, przeliczania receptur
produkcji piwa itd.



Komentarz dydaktyczny

Wyktad jest trudny, jako ze nie ogranicza sie do
typowych przy tych okazjach dywagacjach na temat
»~magicznych” wtasnosci liczby pi, ale prowadzi do
argumentow bardzo trudnych Jak zwligzek Eulera.

Wyktad byt ilustrowany roznymi aktywnosciami
interaktywnymi, z udziatem uczniow. Niektore z nich
wzorowane sg na opracowaniach kolegow
dydaktykow matematyki (np. z Uniwersytetu w
Trento), inne zostaty przygotowane oryginalnie dla
tego wyktad

Potrzebne rekmzl y to np. pomarancza, sznurek,
owalny talerz, pokrywka do smazenia JaJek W
kuchence mlkrofalowe stozkowe kieliszki, a w
kohcu tez imadto i ciez i mtotek.

W takim ujeciu, matematyka wraca jako nauka
doswiadczalna, indukcyjna, interaktywna, i prosta.

Reportaz z wykiadu jest zawarty w oddzielnym
materiale internetowym.



Einstein: ,Dobry Pan Bog...”

Dobry Pan Bog wymysilit liczby naturalne: 1,2,3,
dziesiec, sto, tysigc | jeszcze wieksze, np.:

,do kroCset kroci tysiecy fur beczek furgonow,
milijonow (diabtow!, bo jakem Macigj)”
Jabtka, kamienie, atomy, liczy sie w liczbach
naturalnych.

W matematyce rzymskiej nie byto zera (bo jak
czegos nie ma , to nie ma).

| wszystko szto dobrze, do czasdw niejakiego
Pitagorasa (VI wiek przed n.e.)

Ale zacznijmy od poczatku...



Juz 4 tysigce lat temu...

« W starozytnym Egipcie (i na pewno tez w Mezopotamii)
ludzie wymyslili matematyke: trzeba byto sprawiedliwie
dzieli¢ poletka wzdtuz Nilu (i oblicza¢ podatki)

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/62/Zigg
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Papirus Rhind
(~1550 p.n.e)

Dodawanie utamkow:
2/15=1/10 + 1/30

Pole trojkata:
P=1/2 a-h

By Unknown - British Museum, EA10057, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=144957

,f‘ fﬁﬁ&ﬂ . o8t .

RSN P = P ETE SRR

FA Aa 1A - 1 .
g AN ot TR ALY DR, W A

L L EL S T

’I“J d-}, . {?‘ ..‘:1 Fan® o e iﬁnb,-q &2‘.‘3&." . -

- e Ll; a L‘? a«a
Tow ot A I} - - CL-} .U.‘ﬁ
;"‘V‘_' Ti X 1 - m‘_?':“"i ,\c,‘:,__--“"!
N TR MUY
R RTEN: Gam A T B

T P 1) iy g
’ Ml“’ﬂ-ﬁ"ﬁaw {5 ”5//::/ W-’m_‘gq ILE
N Gake s BiFe-iulatiy
. idaz um.d""-’iﬂ AT xTe, JU
5 i 1'-\-!}-31 -\IQLLN!; q‘;rﬁ}...ﬂ‘lﬂ:&”ijh 93 a. ... n"‘
o "ﬂh" Zas ACA LB NG ‘ef._.a

s
V] B aad -ﬁ-""‘"

ﬁ, { M!l{q che ‘irj fﬂﬂh ANZ 1 ‘iélm,\.}lﬁkﬁ,
. e ;M - Z’—’.; - :w......;..% - 1 12;.,4._»“‘.%
:‘“ﬁi&: ¢ Vi) , /T, usT v I
- P o= "”3»- 14 Mq?&?.ﬁu
"!Ill - Law? 1.

)\ Y
';;f". Sjcf’ii_/;,,, ; .:MM_
am?fu-.%d}.!*l‘lh




Papirus moskiewski (1 850 p n.e.
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Jak uwarzy¢ dobre piwo? (Pefsu problem)

By Unknown - Struve, Vasilij Vasil'evi€¢, and Boris Turaev. 1930. Mathematischer Papyri
Staatlichen Museums der Schénen Kunste in Moskau. Quellen und Studien zur Geschicine
der Mathematik; Abteilung A: Quellen 1. Berlin: J. Springer, Public Domain,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=6309027
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Pitagoras z Samos

,Liczba jest istotg wszystkich rzeczy” [wiki.pl]

« Pitagoras zajmowat sie dwoma zagadnie: )
1) muzyka (i tu szto dobrze)

f=0-7046.4 Hz

2) kwadratami (i tu pojawity sie powaZne ktopoty)

ByOyg nalnym przesytajacym by’fG lilea z niemieckie jWkp edii - Na Commons prz z de.wikipedia.(Tekst oryginalny: ,Fotografiert am 30.03.2005”), CC BY-

Litmn il lmmimminmainn nidlimmaadia avaladinda malhiaNanid 47400



Jak narysowac koto?
A jak kwadrat?

4

Bible Moralise, Xl w. Katedra Monreale, XI| w,



Pitagoras: odkrycie bardzo proste

e 9+16 =25
e 3x3 + 4x4 = 5x5

a + bf = c?




Pitagoras: wstrzasajace odkrycie

* Nie wszystkie liczby dadzg sie zapisac jak
(egipskie) utamki

2

=2 =?x?
P-=2x2=4 Pr=2=7x"



Liczba ,niewymierna”

« Jest tylko jedna liczba, ktdra pomnozona przez siebie
daje 2

 Nazwiemy jg ,pierwiastek” V2

+ P, =2=1212

* Niestety, nie daje sie przedstawic
jako utamek

V2=1,4142135...

V2= 1.4142135623730950488...
Dlatego nazywamy jg niewymierng
(,nie-racjonalng”, po angielsku)

\2

https://en.wikipedia.org/wiki/Square_root_of 2#Computation_algorithms



Ale to tez juz znali Babilonczycy...
1+ 24/60 + 51/602 + 10/608 = 30547/21600 ~1,41421(296)

. Dzi$ znamy 2 z doktadoscig do tryliona cyfr...

Babylonian clay tablet YBC 7289 with annotations. Besides showing the square root of 2
in sexagesimal (1 24 51 10), the tablet also gives an example where one side of the
square is 30 and the diagonal then is 42 25 35. The sexagesimal digit 30 can also stand
for 0 30 = 1/2, in which case 0 42 25 35 is approximately 0.7071065

https://en.wikipedia.org/wiki/Square root of 2#Computation algorithms.




lle kawatkOw ma pomarancza®?

Laura Trivellato, Trento: https://edulab.unitn.it/dicomat/geometria-ss-i-g/cerchio/larea-del-cerchio/

= L

Pole trojkgta potrafimy policzyé: P="2L h

Czyli: dtugosc¢ skorki (okregu) x promien / 2

lle wynosi obwod kota? Musimy to zmierzy¢!

Stosunek obwodu kotfa (=peryferii) do srednicy nazwiemy 1r

Czyli: stosunek obwodu do srednicy jest dla kazdego kota taki sam.
Ale ile on wynosi?



I\/Iozemy wiec, zrobi¢ z kota kwadrat —
ale jak?

Pisarz Anmes (papirus Rind):
,Odejmij 1/9 od Srednicy,

| na tym co zostanie,

zbuduj kwadrat”

8 2
mT=4 [égj =3,16049...

\ / Bl'a.d < 1%

. Alessandra Del Piccolo

Istituto BERTI, Torino
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Alessandra Del Piccolo

Istituto BERTI, Torino



I"area di ogni faccia laterale & pari a quella
del quadrato costruite sull'altezza.

siano: YH = h;
AH = If2;
AY = a.
'|'4' ( l
: ~ L& = h?
< 2
B2 4! 2 2
+_—_—=qa
\ 4
Obwdd postawy perimetro di base 4/ i 2 ar
Wysokosc altezza h 5

Do liczby (1+V5)/2 jeszcze wrbcimy....

Alessandra Del Piccolo
Istituto BERTI, Torino



Archimedes (287-212 a.C.) Syrakuza

TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI.
Przekroczy¢ wtasnego ducha i ogarngc swiat

Davide Mauro - Opera propria
https://it.wikipedia.org/wiki/Archimede

The photos of the Fields Medal (this is the one Grigori Perelman did not accept) were made by Stefan Zachow (ZIB)



Archimedes

3+10/., <mw<3+10/,
3,14085 < 1T < 3,14286

Doktadnosé (sredniej = 3,1419) : 0,008%

By Oryginat:FredrikVector:Leszek Krupinski - Praca wtasna, oparta o: Archimedes pi.png: przez Fredrik, Domena publiczna,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=1250248



Rozwiniecie okregu (Archimedes,
Kochanski 1685)

s
G_/ F

no) = a+ bo
FH — styczna do spirali: dtugosc¢ okregu = AF

https://it.wikipedia.org/wiki/Spirale_archimedea

. 1 — 2
Kochanski:  [JL| = TV 120 — 18v/3 =3.1415333.. .,

o & .31 3. A4 1217

e Sl PPLAF

32 322732 732.32° 1024

= 31416015625
Hentryk Fuks, arXiv:1111.1739v2



Srinivasa Ramanujan (1914)

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:01-Squaring_the_circle-Ramanujan-1914.gif

M= 4(92 + 19%/22) = 3,1415926525826... 1 _ 2V2 i (4F)!(1103 + 26390k)
Blad: 0,0000000010071 T 0801 2= ki (306%)



Sposoby na obliczenie liczby pi

e T=4—-4/3+4/5—4/7 +4/9—4/11 + 4/13 - ...
o m=23+4/(2:3-4) — 4/(4:56) + 4/(6:7-8) — 4/(8:9:10) + ...
e 2/6=1/12+1/22+1/32 + 1/42 + ...

e T/2=2/1-2/3-4/3-4/5-6/5-6/7-8/7-8/9" ...

o =222 2/N@2+V2) - 2/ V[2+V(2+V2)] - ... (Viete)

« 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971
69399 37510 58209 74944 59230 78164 06286 20899
86280 34825 34211 7067

https://www.focus.it/scienza/scienze/ecco-perche-non-possiamo-fare-a-meno-del-pi-greco



WysScig trwa

31 grudnia 2009 r. Fabrice Bellard ogtosit, ze udato mu sie obliczy¢ 1 z
doktadnoscig do 2 700 miliardow cyfr. Obliczenia ze sprawdzeniem zajety
131 dni, do obliczeh uzyto komputera z procesorem Intel Core i7

(2,93 GHz) i 6 GB RAM. Sam zapis binarny liczby zajmuje okoto 1,12 TB[3].

W roku 2010 obliczono cyfre bedacg na 2 000 000 000 000 000 miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby pi i wynosi ona zero. Obliczenia
trwaty 23 dni na 1000 maszynach[4].

W pazdzierniku 2011 Alexander J. Yee i Shigeru Kondo uzyskali
doktadnosc¢ ok. 10 bilionéw (1013) miejsc po przecinku[5]. Obliczenia zajety
371 dni.

W pazdzierniku 2014 anonimowa osoba o nicku houkouonchi uzyskata
doktadnos¢ ok. 13,3 bilionéw miejsc po przecinku. Obliczenia zajety 208
dni, a sprawdzanie 182 godziny[6].

W listopadzie 2016 Peter Trueb uzyskat doktadnos$é ok. 22,5 biliondw
miejsc po przecinku przy pomocy programu y-cruncher [1]. Obliczenia
zajety 105 dni, a sama liczba zajeta ok. 120 TB miejsca. [6]

Wikipedia.pl



Archimedes: objetosc¢ kuli

Walec o wvsokosci & i o podstawie o promieniu R

G. Karwasz, M. Sadowska, K. Rochowicz, Toruriski porecznik do fizyki, UMK 2009



Archimedes: objetosc¢ kuli

Stozek o wysokosci /i i o podstawie o promieniu R

Kula o promieniu R

1/3 objetosci walca

Vv =2/3 m RS

potkuli




Najwazniejszy wzor geometrii (3D)

Z tego powodu sity elektryczne F = Qq/(g, 4TTR?)
Sita grawitacji (Newtona) F=GMm/R?

| gdyby tak nie byto, swiat nie bytby tréjwymiarowy PO




Archimedes vs. Penrose
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TRANSIRE SUUM PECTUS MUNDOQUE POTIRI.
Przekroczy¢ wtasnego ducha i ogarngc swiat

Davide Mauro - Opera propria
https://it.wikipedia.org/wiki/Archimede

The photos of the Fields Medal (this is the one Grigori Perelman did not accept) were made by Stefan Zachow (ZIB)



J. Barrow: ,Numerologia”

Pitagoras: liczby ,,trojkatne”
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1 3 6 10

Tutaj spoczywa Jan Gula
Karabinowa dosiegta go kula.
Naprawde nazywat sie Orzet,
Lecz Orzet nie rymuje sie z kula,

A z Gula rymowacd sie moze.

Nie wiemy, dlaczego masy kwarkow sa takie, a nie inne



Trojkat Pascala (Tartagl)

1 5 16 10 b 1
1 6 15 28 15 6 4
1 7 2 35 35 21 1
: § 8 28 56 7@ 56 28 8 3§
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

Liczby tréjkatne, piramidalne, etc. Trojkat Sierpinskiego (fraktal)

https://it.wikipedia.org/wiki/Successione di Fibonacci
By self Georg-Johann Lay - self made using home brew software and convert, Domena publiczna, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3726809




Ciag Fibonacciego (1170-1250)

s

] | Lol '_3:__34
12 Loz
| g 3 | I3 3 L
] 4 h ool | L4 B o4 1
L5 10 5 1 b aa =
L6 I 20 L 6 1 L6 L5 20ly 6L
) H | R s oan o3 oEL 7oL
I8 2% o0 W % 8 & 1 I B 2 56 T OSB3 B L

L% 3 & 16 126 86 % 9 1 -~
10 & 120 210 22 20 120 4 10 1

lloS¢ par krolikdw w n-tym pokolenu

d=(1+V5)/2

Ztota proporcja



Ztota proporcja

a/b = (a-b)b

a/b=®=(1+5)/2

By Steve Swayne - File:O Partenon de Atenas.jpg, originally posted to Flickr as The Parthenon Athens, CC BY 2.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=17065839



Matematyka piekna

The Hopf fibration of the 3-sphere, by Villarceau cir

over the complex projective line with its Fubini—Study
metric (three parallels are shown). The

identity S3(1)/S2(1) = /2 is a conseguence.

http://www.hotel-r.net/im/hotel/de/rosa-6.qif



Ztota spirala

&

,Ztota” spirala i spirala logarytmiczna
r=a ebé

Promien rosnie
Jles” razy z kazdym
obrotem

By FakeRealLogSpiral.png: Cypderivative work: Silverhammermba & Jahobr - FakeRealLogSpiral.png, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=7685649



Spirala ,logarytmiczna’

Muszla nautilusa Niz nad Islandig

e =2.71828182845904523536028747135266249775724709369995

By Dicklyon - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=35543222
http://visibleearth.nasa.gov/view_rec.php?id=6204




Spirala ,logarytmiczna”: liczba e

Galaktyka ,Whirpool” M51 Stonecznik
e=2_,(/n)y=11+1/1+1/(1-2) + 1/(1:2:3) + ...

e=Ilim__ (1+1/n)"

http://antwrp.gsfc.nasa.qgov/apod/ap050428.html
https://www.daringgourmet.com/wp-content/uploads/2013/06/Sunflower-public-domain-4-sm.jpg

.



Wzrost/ spadek eksponencjalny

e -2 5]
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O ile 1T opisuje pewng niezmienniczos$é
(geometrii), to liczbe e znajdujemy w opisie
wszelkiego rodzaju zjawisk zmiennych w

czasie.

https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential decay
https://en.wikipedia.org/wiki/RC circuit
https://en.wikipedia.org/wiki/Atmospheric_pressure

110
100

N — Noe-t/T

Atmospheric Pressure vs. Altitude

T Atmospheric Pressure (kPa)

Computed for 15 deg. C and 0% humidity|

Altitude (m)

2000 4000 6000 B000 10000

Geek.not.nerd



Najpiekniejszy wzor matematyki

» Jeszcze jedna dziwna liczba i = V-1

i

I

e¥=cosp+isinog

/

sin @ \
\ . em™+1 =0
Liczbe i nazywamy ,urojong”, a po

C
angielsku ,wymyslong” — immaginary

https://en.wikipedia.org/wiki/Pi number
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Najpiekniejszy wzor fizyki

Ogodlna teoria wzglednosci (1919)

a=-q

I

Geometria czasoprzestrzeni zalezy od materii (masy i energii)
(we wzorze pominieto tzw. sktadnik kosmologiczny)



Dante Aligher

« Paradiso, XXXIIl, 133-135

,Qual e ‘| geometra che tutto s’affige
per misurar lo cerchio, e non ritrova,
pensando, quel principio ond’elli indige,”

,Jjak geometra, ktory wcigz sie trudzi,
by zmierzyc¢ koto, a nic znajduje,
myslac, o prawie, tam gdzie go szuka”
(ttum. GK)



Co dalej z matematykg?

To co zawsze: pozostajg krélowg nauk

PL ISS5N 0459-6854

BULLETIN s
DE LA SOCIETE DES SCIENCES ET DES LETTRES DE LODZ
2008 Vol. LVIII
Vol. LVII

Recherches sur les déformations

Pp. B9-06

Grzegorz Karwasz

EXPERIMENTAL MODERN PHYSICS:
WHY DO WE NEED NEW MATHEMATICS?

Nadprzewodniki wysokotemperaturowe: przestrzen fraktalna?
Ciemna energia: nowe geometrie, nie tylko nie euklidesowe ale i nieprzemienne ?

Strzatka czasu: chiralno$é przestrzeni?
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 https://pl.wikipedia.org/wiki/Pi
* https://en.wikipedia.org/wiki/Pi

« https://areeweb.polito.it/didattica/polymath/ICT/Htmlis/Interventi/Artic
oli/ltalia/PiCorgnier/PiCorgnier.html

« hitp://www.angio.net/pi/piquery.himl - tu mozesz sprawdzi¢, czy
Iz_adgna_przez ciebie sekwencja wystepuje w rozwinieciu dzisietnym
iczby pi.




