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3.8. Kot i szpulka nici

Kot wyci ga ni  ze szpulki. Zak adamy, e szpulka toczy si , a nie lizga. Z jakim 

przyspieszeniem si  ona toczy?  

Promie  zewn trzny szpulki wynosi R, a promie  cz ci wewn trznej, na której jest nawini ta 

ni , wynosi r. Wspó czynnik tarcia szpulki o pod og  wynosi , masa szpulki wynosi m, a kot 

ci gnie z si  F. Za ó , e masa szpulki jest roz o ona równomiernie w walcu o promieniu R. 

Dane: 

R – promie  zewn trzny szpulki, 

r – promie , na jakim dzia a si a F, 

s – wspó czynnik tarcia (statycznego), 

a – przyspieszenie rodka masy szpulki, 

m – masa szpulki. 

Podpowied  1: Zrób rysunek wed ug danych z tre ci zadania. 

 

Narysowali my zwrot si y tarcia T na prawo, ale jeszcze nie  

 wiemy, czy w tym kierunku ona dzia a.  

 

 

 

Warunek pomocniczy. Za o yli my, e szpulka si  toczy, a nie sunie (nie lizga po pod odze). 

Je eli szpulka si  nie lizga, ka dorazowy punkt oparcia szpulki o pod og  pozostaje 

w spoczynku. Mamy dwa sposoby na rozwi zanie zadania.  

Sposób I. Rozwa amy, e szpulka obraca si  wokó  nie poruszaj cej si  osi, czyli wokó  

punktu oparcia. 

   

 Wybranie punktu obrotu, jak na rysunku obok, znacznie upraszcza 

rozwi zanie: promie  dzia ania si y tarcia dla tak wybranego 

punktu obrotu wynosi zero.  

 

Si a tarcia jest si  tarcia statycznego – i podobnie jak 

w  przypadku klocka na równi, „dostosowuje si ” ona 

do dzia aj cej si y F a  do najwi kszej dopuszczalnej warto ci 

T  mg, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.  

Podpowied  2: Rozwa  momenty si . 

Moment si y tarcia wynosi zero (jej promie  dzia ania wynosi zero). Warto  momentu si y F 

wynosi  

M = F r’, gdzie r’= R + r.    (1) 

Przyspieszenie szpulki wyliczymy z II prawa Newtona dla ruchu obrotowego bry y sztywnej. 

Przyspieszenie k towe  wi e si  z przyspieszeniem liniowym punktów na obwodzie 

za pomoc  wzoru podobnego do zwi zku mi dzy pr dko ci  liniow  v a pr dko ci  k tow   

(czyli v = R).   
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Je eli szpulka si  nie lizga, przyspieszenie liniowe a rodka masy szpulki jest równe 

przyspieszeniu liniowemu punktów na obwodzie. Mamy wi c 

a = R.       (2) 

II prawo Newtona dla ruchu obrotowego ma posta   

M  = I ,      (3) 

gdzie M jest momentem przy o onej si y a I – momentem bezw adno ci szpulki.   

Moment bezw adno ci szpulki wokó  osi obrotu pokrywaj cej si  z jej rodkiem wynosi  

I1 = ½ mR
2
.      (4) 

Wybrana przez nas o  obrotu jest jednak inna: zgodnie z twierdzeniem Steinera, moment 

bezw adno ci wokó  tej osi wynosi  

I  = I1+ mR
2
.      (5) 

Uwzgl dniaj c wszystkie powy sze zale no ci, mo emy zapisa  równanie (3) jako  

R

a
mRrRF 2

2

3
,     (6) 

sk d otrzymujemy  

m

F

R

rR
a

)(

3

2
. (7)

Si a tarcia T musi przyj  tak  warto , aby by o spe nione II prawo Newtona w postaci  

 F = ma.      (8) 

Suma si  w równaniu (8), przy za o onym kierunku si y T jak na rysunku wynosi (F + T); 

zast piwszy przyspieszenie a wyra eniem z równania (7), otrzymujemy  

R

rR
FTF

3

2
. (9) 

Si a tarcia, aby szpulka toczy a si  a nie sun a, wyra a si  wi c wzorem  

R

Rr
FT

3

2
(10) 

Si a tarcia T zmienia znak w zale no ci od znaku wyra enia (2r-R). Jest ona dodatnia (czyli 

skierowana na prawo) dla  r > R/2 (czyli jak na naszym pierwszym rysunku). Dla r = R/2 

(czyli je li szpulka jest w po owie odwini ta), si a tarcia nie jest potrzebna dla zapewnienia 

toczenia szpulki, T = 0. 

Dla - R < r < R/2 si a tarcia jest ujemna, czyli skierowana na lewo. Dotyczy to 

w szczególno ci warto ci r < 0, czyli przypadku, jak pokazany na rysunku poni ej.  

 

 

r

R F
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Sposób II (prostszy). Rozwi emy to samo zadanie bior c za punkt obrotu rodek szpulki.  

W uk adzie rodka masy moment bezw adno ci szpulki 

wyra a si  wzorem (4). Przez a oznaczamy przyspieszenie 

rodka masy, a przez  przyspieszenie k towe szpulki.  

Zwi zkiem mi dzy tymi wielko ciami jest nadal, 

jak poprzednio, równanie (2).  

 

Do opisu ruchu skorzystamy z II zasady Newtona 

dla ruchu rodka masy i dla ruchu obrotowego.   

 

Równanie dla si  ma posta :    maTF , (11) 

 

zgodnie z rysunkiem zak adamy przyspieszenie i si y za dodatnie, je li dzia aj  w prawo. 

Równanie dla momentów si  ma posta  

1ITRFr ,      (12) 

si y T i F wywo uj  przeciwne momenty si . 

Wyznaczaj c T z równania (11) i podstawiaj c do równania (12), otrzymujemy 

R
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a st d 
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i z równania (11)   
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czyli wyniki jak poprzednio.  

Komentarz I: Dla r = R/2, czyli z równania (15) w warunkach braku si y tarcia, T = 0, 

przyspieszenie rodka masy wynosi a = F/m. Dla r = R przyspieszenie rodka ci ko ci 

szpulki wynosi a = 4/3 (F/m), czyli wi cej, ni  gdyby przyspiesza a szpulka (a’ = F/m), 

zaczepiona za rodek i w warunkach braku tarcia (czyli swobodnego lizgania si  szpulki). 

Dzieje si  tak, poniewa  dla r > R/2 si a tarcia dzia a w tym samym kierunku co si a 

poci gaj ca. Przyzwyczajeni jeste my, e si a tarcia przeciwstawia si  ruchowi – w tym 

przypadku si a tarcia „wspomaga” si  poci gaj c . St d przyspieszenie jest wi ksze ni  

w przypadku braku tarcia. Jak wygl da wi c prawo zachowania energii?  

Komentarz II: Je eli rozwa yliby my t  sytuacj  z punktu widzenia prawa zachowania 

energii, to nie ma zysku energii „z niczego”. Za ó my dla r = R, e szpulka startuje ze stanu 

spoczynku. Po czasie t uzyskuje ona pr dko   

     (16) 

Energia kinetyczna, zgodnie z twierdzeniem Königa, sk ada si  z energii kinetycznej ruchu 

translacyjnego rodka masy i energii ruchu obrotowego wokó  rodka masy 

  (17) 

Przesuni cie rodka masy wynios o w tym czasie 
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    (18) 

ale przesuni cie ci gn cego sznurka dwa razy wi cej. 

Praca wykonana przez ci gn cego sznurek kota wynios a wi c   

2
2

3

4
2 t

m

F
FsW ,     (19) 

czyli tyle, ile przyrost energii kinetycznej szpulki w tym samym czasie. Innymi s owy, si a 

tarcia, mimo e „wspomaga” toczenie si , nie wykonuje pracy – przesuni cie punktu oparcia 

(czyli tam gdzie jest zaczepiony wektor si y tarcia, zob. rys. 2) wynosi zero.   

Komentarz III: Rozwa my dok adniej warto  si y tarcia T, wzór (10). Dla danego r ro nie 

ona liniowo wraz z si  F, od ujemnej warto ci T = –F dla r = –R do warto ci dodatniej 

T = F/3 dla r = R,  jak to ilustrujemy na wykresie poni ej.  

 

 

W podobny sposób, liniowo ze zmian  r/R 

ro nie przyspieszenie, od warto ci zerowej 

dla r = –R do warto ci a = 4/3(F/m) dla   

r =  +R. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Komentarz IV: Si a tarcia jest statyczna, to znaczy jej warto  nie mo e przekroczy  T = smg, 

ale na si  F nie nak adali my dot d adnych ogranicze . Innymi s owy, aby ruch mia  

charakter toczenia si , dla okre lonej masy szpulki m si a F nie mo e przekracza  warto ci  

max
2

3
Fmg

Rr

R
F s .    (20) 

Maksymalna si a, która nie powoduje jeszcze po lizgu, zmienia si  od warto ci Fmax= smg 

dla r = –R do Fmax= 3 smg dla r = R.  

 

 

Uwaga dla amatorów sportowej jazdy 

Ruch ko a samochodowego przypomina toczenie si  szpulki, ale punkt przy o enia si y F jest 

inny: to nie sznurek poci ga szpulk , ale opona samochodu „odpycha” drog  w punkcie 

podparcia. Aby ko o nie wpad o w po lizg, to maksymalna si a trakcyjna nie mo e 

przekroczy  si y tarcia statycznego Fmax= smg, a maksymalne mo liwe przyspieszenie (osi 

ko a, czyli i ca ego samochodu) wynosi amax= sg.  

Niezale nie od si y (stycznej) przy o onej do kó  (a zale nie od stanu opon) przyspieszenie 

jest odpowiednio mniejsze od g. Co najwy ej, opony „przypal  si ” a samochód i tak nie 

osi gnie wi kszego przyspieszenia ni  g!  No chyba e u yjemy nap du odrzutowego.  

zob. te  P. Mazzoldi, A. Saggion, C.Voci, Problemi di fisica generale, Padova, zad. 6.55. 


