3.8. Kot i szpulka nici

Kot wycigga ni¢ ze szpulki. Zaktadamy, ze szpulka toczy si¢, a nie §lizga. Z jakim
przyspieszeniem si¢ ona toczy?

Promien zewngtrzny szpulki wynosi R, a promien cze$ci wewnetrznej, na ktorej jest nawinieta
ni¢, wynosi r. Wspotczynnik tarcia szpulki o podtoge wynosi u, masa szpulki wynosi m, a kot
ciggnie z sitg F. Zaldz, ze masa szpulki jest roztozona rGwnomiernie w walcu o promieniu R.

Dane:

R — promien zewnetrzny szpulki,

r — promien, na jakim dziata sita F,

s — wspotczynnik tarcia (statycznego),
a — przyspieszenie srodka masy szpulki,
m — masa szpulki.

Podpowiedz 1: Zrob rysunek wedtug danych z tresci zadania.

Narysowalismy zwrot sity tarcia T na prawo, ale jeszcze nie
wiemy, czy w tym kierunku ona dziata.

Warunek pomocniczy. Zatozylismy, ze szpulka sie toczy, a nie sunie (nie slizga po podtodze).

Jezeli szpulka si¢ nie §lizga, kazdorazowy punkt oparcia szpulki o podloge pozostaje
w spoczynku. Mamy dwa sposoby na rozwigzanie zadania.

Sposob 1. Rozwazamy, zZe szpulka obraca si¢ wokotl nie poruszajgcej sie osi, czyli wokot
punktu oparcia.

@ Wybranie punktu obrotu, jak na rysunku obok, znacznie upraszcza
F » rozwigzanie: promien dzialania sily tarcia dla tak wybranego
punktu obrotu wynosi zero.

Sita tarcia jest silg tarcia statycznego — 1 podobnie jak

w przypadku klocka na rowni, ,dostosowuje si¢” ona
do dziatajacej sity F az do najwigksze] dopuszczalnej wartosci

Vi //;/// 77 T<umg, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

Podpowiedz 2: Rozwaz momenty sit.

Moment sity tarcia wynosi zero (jej promien dziatania wynosi zero). Warto$¢ momentu sity F
Wynosi

M=Fr, gdzier=R+r. (1)
Przyspieszenie szpulki wyliczymy z II prawa Newtona dla ruchu obrotowego bryly sztywne;.
Przyspieszenie katowe ¢ wigze si¢ z przyspieszeniem liniowym punktow na obwodzie
za pomocg wzoru podobnego do zwigzku migdzy predkoscig liniowa v a predkoscia katowa o
(czyli v= 0R).
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Jezeli szpulka si¢ nie §lizga, przyspieszenie liniowe a $rodka masy szpulki jest rowne
przyspieszeniu liniowemu punktow na obwodzie. Mamy wigc

a=¢R. (2)
IT prawo Newtona dla ruchu obrotowego ma postac¢
M =1T¢g, (3)
gdzie M jest momentem przytozonej sity a / — momentem bezwtadnos$ci szpulki.
Moment bezwtadnos$ci szpulki wokot osi obrotu pokrywajacej si¢ z jej srodkiem wynosi
I, =Y mR*. (4)

Wybrana przez nas o$ obrotu jest jednak inna: zgodnie z twierdzeniem Steinera, moment
bezwladno$ci wokot tej osi wynosi

[ =1+ mR. (5)

Uwzgledniajac wszystkie powyzsze zaleznosci, mozemy zapisa¢ rownanie (3) jako

3 La
F(IR+r)=—mR™ —, 6
(Retr)=ZmR*— (6)
skad otrzymujemy
a=2 &N E ()
3 R m

Sita tarcia 7' musi przyjac taka wartos¢, aby bylo spelnione Il prawo Newtona w postaci
> F=ma. (8)

Suma sit w réwnaniu (8), przy zatozonym kierunku sity 7 jak na rysunku wynosi (¥ + 7);
zastapiwszy przyspieszenie a wyrazeniem z rownania (7), otrzymujemy

Fer=2pREr 9)
3 R
Sita tarcia, aby szpulka toczyta si¢ a nie sun¢ta, wyraza si¢ wigc wzorem
T—F 2r—R (10)
3R

Sita tarcia 7 zmienia znak w zalezno$ci od znaku wyrazenia (2r-R). Jest ona dodatnia (czyli
skierowana na prawo) dla > R/2 (czyli jak na naszym pierwszym rysunku). Dla »=R/2
(czyli jesli szpulka jest w potowie odwinigta), sita tarcia nie jest potrzebna dla zapewnienia
toczenia szpulki, 7= 0.

Dla -R<r< R/2 sita tarcia jest ujemna, czyli skierowana na lewo. Dotyczy to
w szczegolnosci wartosci » < 0, czyli przypadku, jak pokazany na rysunku ponize;j.

»
>

0
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Sposob 11 (prostszy). Rozwigzemy to samo zadanie biorqc za punkt obrotu srodek szpulki.

W uktadzie §rodka masy moment bezwtadnosci szpulki
E wyraza si¢ wzorem (4). Przez a oznaczamy przyspieszenie
srodka masy, a przez ¢ przyspieszenie katowe szpulki.
Acm Zwigzkiem migdzy tymi wielko$ciami jest nadal,
jak poprzednio, rownanie (2).

v

Do opisu ruchu skorzystamy z II zasady Newtona

£k T dla ruchu srodka masy i dla ruchu obrotowego.
7 2
Rownanie dla sit ma postac: F+T =ma, (11)

zgodnie z rysunkiem zakladamy przyspieszenie i sity za dodatnie, jesli dziataja w prawo.
Réwnanie dla momentow sit ma postaé

Fr—TR=I¢, (12)
sity T'1 I wywolujg przeciwne momenty sit.
Wyznaczajac T z rdbwnania (11) 1 podstawiajac do rownania (12), otrzymujemy

| a
Fr—(ma—-F)R==mR*>—, 13
( ) 5 7 (13)

Fr+FR 2F r+R

a stad a= = (14)
Y mR+mR 3m R
1z rOwnania (11) T:FM—Fzeg;R , (15)

czyli wyniki jak poprzednio.

Komentarz I: Dla r=R/2, czyli z rownania (15) w warunkach braku sily tarcia, 7=0,
przyspieszenie $rodka masy wynosi a = F/m. Dla r= R przyspieszenie $rodka cig¢zko$ci
szpulki wynosi a =4/3 (F/m), czyli wigcej, niz gdyby przyspieszata szpulka (a’ = F/m),
zaczepiona za srodek 1 w warunkach braku tarcia (czyli swobodnego §lizgania si¢ szpulki).

Dzieje si¢ tak, poniewaz dla » > R/2 sila tarcia dziala w tym samym kierunku co sila
pociaggajaca. Przyzwyczajeni jesteSmy, ze sila tarcia przeciwstawia si¢ ruchowi — w tym
przypadku sita tarcia ,,wspomaga” sile¢ pociagajacg. Stad przyspieszenie jest wicksze niz
w przypadku braku tarcia. Jak wyglada wiec prawo zachowania energii?

Komentarz II: Jezeli rozwazylibySmy te sytuacje z punktu widzenia prawa zachowania
energii, to nie ma zysku energii ,,z niczego”. Zalézmy dla » = R, ze szpulka startuje ze stanu
spoczynku. Po czasie t uzyskuje ona predkosé
4F

=t (16)
Energia kinetyczna, zgodnie z twierdzeniem Koniga, sktada si¢ z energii kinetycznej ruchu
translacyjnego srodka masy i energii ruchu obrotowego wokoét srodka masy
mv?  Iw? _ mv? %mrz 2 3

3
E = +— = + ® =—mv2=—m(
2 2 2 2 4 4

16F2 2) _ 4F?%t?
9m?2 )

(17)

3m

Przesunigcie srodka masy wyniosto w tym czasie
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1 14Ft%2  2Ft?
s=cat?!=-—=

2 T2 3m 3m ’ (18)

ale przesunigcie ciggnacego sznurka dwa razy wiece;.

Praca wykonana przez ciggnacego sznurek kota wyniosta wiec

AF*

W =2Fs = t-, (19)

3m

czyli tyle, ile przyrost energii kinetycznej szpulki w tym samym czasie. Innymi stowy, sila
tarcia, mimo ze ,,wspomaga” toczenie si¢, nie wykonuje pracy — przesuniecie punktu oparcia
(czyli tam gdzie jest zaczepiony wektor sity tarcia, zob. rys. 2) wynosi zero.

Komentarz III: Rozwazmy doktadniej warto$¢ sity tarcia 7, wzor (10). Dla danego 7 ro$nie

ona liniowo wraz z sitg F, od ujemnej wartosci T =—F dla = —R do wartosci dodatniej
T'=F/3 dlar=R, jak to ilustrujemy na wykresie ponize;j.

—=— Sila tarci%a e

t. - Pl poda ey b= W podobny sposéb, liniowo ze zmiang 7/R
| ro$nie przyspieszenie, od warto$ci zerowe;j

dla » =—R do wartosci a = 4/3(F/m) dla

r= +R.

\
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Komentarz IV: Sita tarcia jest statyczna, to znaczy jej warto$¢ nie moze przekroczy¢ T =pgmg,
ale na sile F nie naktadaliémy dotad Zadnych ograniczen. Innymi slowy, aby ruch miat
charakter toczenia si¢, dla okreslonej masy szpulki m sita F nie moze przekracza¢ wartosci

Msmg = Fmax ‘ (20)

<
‘2r - R‘
Maksymalna sita, ktora nie powoduje jeszcze poslizgu, zmienia si¢ od warto$ci Fiax= Usmg
dla r =-R do Fiux=3usmg dlar=R.

Uwaga dla amatorow sportowej jazdy

Ruch kota samochodowego przypomina toczenie si¢ szpulki, ale punkt przytozenia sity F' jest
inny: to nie sznurek pociaga szpulka, ale opona samochodu ,,odpycha” droge w punkcie
podparcia. Aby koto nie wpadto w poslizg, to maksymalna sita trakcyjna nie moze
przekroczy¢ sily tarcia statycznego Fmax= [smg, a maksymalne mozliwe przyspieszenie (0si
kota, czyli 1 catego samochodu) wynosi am.x= Hsg.

Niezaleznie od sily (stycznej) przytozonej do kot (a zaleznie od stanu opon) przyspieszenie
jest odpowiednio mniejsze od g. Co najwyzej, opony ,,przypalg si¢” a samochod 1 tak nie
osiggnie wickszego przyspieszenia niz g! No chyba ze uzyjemy napedu odrzutowego.

zob. tez P. Mazzoldi, A. Saggion, C.Voci, Problemi di fisica generale, Padova, zad. 6.55.
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