Wprowadzenie: Do czego stuza wektory?

Mapa polaczen samolotowych Isiget pokazuje, skad samoloty wylatuja i dokad dolatuja;
pokazane jest to za pomocg strzalek — strzatki te pokazuja przemieszczenie: skad dokad jest
dany lot, rys. 1. Mimo, ze trajektoria lotu nie jest takg “”’okragla” strzatka, taki sposob
pokazania przemieszczenia jest bardzo wygodny.

Rysunek wloskiej 6-letniej dziewczynki pokazuje skok przez przeszkode. Za pomocag
przerywanej linii dziewczynka pokazata, ze w najwyzszym punkcie skoku predkosé jest
pozioma.

Rysunek 8-letniego Kamila z Brzegu ilustruje zderzenie dwoch pitek. Mimo, ze na wyktadzie
byl pokazany tylko eksperyment, mtody stuchacz pokazat zderzenie za pomocg strzatek.
Dorosty student przypisalby tym strzatkom znaczenie pedu, ktory wymieniajg pitki w trakcie
zderzenia.

Niektore wielkos$ci fizyczne (a jest ich bardzo wiele) warto opisa¢ za pomocg tego rodzaju
strzatek. Wielkosci te, oprocz warto$ci maja kierunek i punkt zaczepienia — na mapie
polaczen lotniczych jest to punkt wylotu, a na rysunku skoku - ,,$rodek ciezkosci” atlety. Dla
Scistosct, ,.kierunkiem” nazywamy kierunek zderzenia — ,,w pionie”, a zwrotem zaznaczamy,
czy pitka odskoczyta w gore czy w dot (a dla samolotu lot ,,tam”, czy ,,powr6t”).
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Dla odmiany, stupek rteci (a raczej alkoholu) w termometrze stoi zazwyczaj nieruchomo (lub
ro$nie ale powoli), wigc nie zaznaczamy jego kierunku. Temperature fizycy nazywaja
skalarem. Skalarem jest tez ilo$¢ pieniedzy na koncie (lub debet).

Reasumujac, wektory w fizyce maja cztery wielkos$ci:
— wartosc¢,

- kierunek,

- ZWrot,

- punkt przytozenia.

Zadania:

1. Okres$l wartos¢, kierunek (kat do poziomu), zwrot (np. ,,w lewo w gore”) 1 punkt
przytozenia (wspotrzedne tego punktu) niebieskich wektorow na rysunkach. Jednostka miary
jest podana na rysunkach.




1.1. Suma wektorow

Wektory si¢ sumuja, ale to sumowanie musi uwzglednia¢ ich kierunek i zwrot, jak na
przyktadzie dwoch sit ponizej. (Przyklady z ,,Torunskiego porgcznika do fizyki” UMK.)

Rozwazmy inny przypadek — dwoch holownikow, ktore ciagng cigzki tankowiec (zob. rys.
4.3). Kazdy z holownikow ciaggnie w nieco innym kierunku, ale tankowiec ptynie prosto przed
siebie. Dlaczego? Mowimy, ze dwie sily si¢ skladajg 1 dajg site sumaryczng, zwang tez po
polsku wypadkowaq.

Rys. 4.3. Dwa holowniki ciggna tankowiec. Kazdy z holownikow dziata sita o wartosci F (niebieskie
strzatki)ale nieco pod innym katem od osi tankowca. Z tego powodu wypadkowa sita Fdziatajaca na
tankowiec, zaznaczona kolorem czerwonym, ma warto$¢ nieco mniejsza od 2F.

Sila. jako wektor, jest zaczepiona do ciala w okreslonym punkcie — dla dynamometrow na
foto 4.8 sa to haczyki. dla holownikéw na zdjeciach ponizej jest to wielki zaczep na rufie.

Wektor sily ma wiec cztery atrybuty: wartos$¢. kierunek. zwrot 1 punkt zaczepienia.

Wektorem jest rowniez predkos¢. Rozwazmy przykiad todki ptynacej w poprzek rzeki.
Wioslarz wiosluje ile sit, ale todka i tak jest znoszona z pradem. Wypadkowy kierunek ruchu
bedzie ztozeniem predkosci wiasnej todki (to znaczy predkosci, jaka miataby todka na
stojacej wodzie) 1 predkosci pradu rzeki, zobacz rys. 4.9. Mowimy, ze wypadkowy wektor
predkosci jest sumg predkosci sktadowych. Sposob na sumowanie wektorow jest pokazany na
rysunkach 4.6 A 4.10.



a) b) c)
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Rys. 4.9 Predkosé jest wektorem.

a) Wioslarz wioshye w poprzek rzeki. ale 16dka znoszona jest pradem wzdhiz rzeki. Wypadkowa
predkosé todki v (wektor czarny) jest zlozeniem predkosci vy . jaka mialaby ona na wodzie stojacej
wektor czerwony) i predkosci pradu v, (wektor niebieski).

Aby wyznaczy¢ kierunek wektora wypadkowego (sumaryeznego) mamy dwa sposoby: b ) mozemy
wektory zsumowaé przesuwajac wektor ..2” na koniec wektora .,1”” — wektor wypadkowy zaczyna sie
na poczatku wektora ,,1” a koiiczy na koricu wektora ,.2”

¢) na wektorach ,,1”1,.2” budujemy réwnoleglobok — wektor wypadkowy jest przekatng tego
rownolegloboku.

Podobnie, dla znalezienia, ile wynosi i pod jakim kierunkiem dziala sita wypadkowa, musimy
dzialajace sily dodaé. Na rysunku 4.3 czynimy to dla dwoch holownikow.

a) b) c)

F
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Rys. 4.10 Sila jest wektorem.

a) Aby okreslié. jaka wypadkowa sila F dziala na ciagniety tankowiec. sumujemy sity F; 1 F,
pochodzace od dwach holownikéw. b) W sumowaniu dwoch wektorow mozemy skorzystaé z reguly
rownolegltoboku. ¢) Regula réwnolegloboku staje sie niewygodna przy sumowaniu wiekszej ilosci
wektoréw. jak na przyklad w tym zagadnieniu. zwiazanym z teorig teczy. Wygodniej jest w tym
przypadku sumowaé wektory metoda ,,poczatku z koricem”.

Dla podkreslenia. ze jakas wielkos¢ jest wektorem. zapisujemy ja ze strzalka na gorze F lub
czcionka pogrubiong. I tak ,.v” bedzie oznaczalo jedynie wartosé predkosci a zapis v~
oznacza wekror predkosci — piszac tak, mamy na mysli nie tylko wartosé ale i kierunek i 2wrot
predkosci. Zauwaz, Zze przemieszczenie ciala tez ma kierunek. czyli jest wektorem. W
przykladzie na rysunku 3.4, policji goniacej gangsterow, wektfor przemieszczenia policji jest
rowny sumie wektorow przemieszczenia gangsterow.
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1 " P Rys. 3.3, Ilustracja do zadania 2.1. Wspodlrzednie
o+ s A (3.1) punktu na plaszezyznie podaja odleglosei od os1 OX
0 ol (wspolrzedna 1) 1 od os1 OY (wspdlrzedna x).
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Przyklad 3.2.

Plany wielu muast amerykanskich tworza szachownice ulic, przecmajacych sie pod katem
prostym. W Clucago, na skrzyzowamu ulicy Pulaskiego 1 Cermaka (zob. rys. 3.4) nual
muejsce napad. Gangsterzy uciekaja samochodem. Ich samochod przejezdza 3 mule na polnoc,
po czym 2 mule na wschod ale zatrzymuje sie. Helikopter policyjny wyrusza w linu proste) od
nuejsca napadu do punkfu zatrzymama sie gangsterow. Ile nul mus: przeleciec? Rabusiow
gom tez mspektor Bagol Inspektor startuje z nuejsca napadu ale pojechal poczatkowo w
niewlascrwym kierunku, pozmej skrecil, dojechal co prawda do rabusiow, ale diuzsza droga.
zobacz to na rysunku.
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Rys. 3.4a. Trasa gangsterow (czerwone strzalki). helikoptera policyi (czarna strzalka) 1 inspektora
Bagola (niebieskie strzalki). Strzalki oznaczaja kierunek przemieszezania sie gangsterdw. policyi
1Bagola Jak widzisz. do tego samego punktu koficowego mozna dotrzeé na rézne sposoby.

Rys. 3.4b. Jezeli wprowadzimy ulklad wspolrzednych. najlepiey prostokatnych 1 wybierzmy wlasciwa
jednostki na osiach (tu jedna mila), to mozemy przedstawié kolejne poloZzenia gangsterdw w postact
ciagu liczh lub tabelki. zob. ponizej w teksdcie rozdzialu



1.2. Wektor w ukladzie wspélrzednych

Przyktad z rysunku 3.4 wskazuje, ze wygodnie jest przedstawia¢ wektory w uktadzie
wspotrzednych, zaznaczajac punkt poczatkowy, np. A o wspdtrzednych (3,1) 1 B (1.4).
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Wektor, niebieski na rysunku, skierowany jest ,,w lewo w gore”. Aby opisaé to
matematycznie, policzmy, ze wzdhuz osi OX jest to przesunigcie o 2 w lewo (czyli o minus 2)
1 +3 wzdhiz osi OY. Wektorowi ABprzypisujemy wigec wspotrzedne [-2, 3].

Jak obliczamy wspotrzedne wektora?
Tak jak to zrobili§my na rysunku powyzej: od wspotrzednych konca wektora, czyli punktu
B(3,1) odejmujemy wspoirzedne poczatku wektora, czyli A(1,4)

AB = [3-1, 1-4]=[2, -3]

Innymi stowy
AB= [a, b] = [xp-xa, YB-Ya]

1.4. Wektor swobodny

Opisujac wektor za pomocg jego wspotrzednych, dokonaliSmy sporego uogoélnienia:
zapominamy, ze wektor ma punkt zaczepienia. Jest to bardzo przydatne, rowniez w fizyce.
Prad na Wisle w Toruniu jest wszedzie taki sam: z lewa na prawo (patrzac ze Starego Miasta).
I mewy na krze i t6dka znoszone sg zawsze z taka sama predkoscig dryfu.

Fot. 4.4 Po Wisle w Tomumniu zima zegluja tylko mewy na krze. Latem, lodka plynie w poprzek rzeki.
ale jak mewy, tez jest znoszona pradem (na tych zdjeciach w prawo).

W dalszej czgs$ci tego kursu, bedziemy traktowac wektory jako wektory swobodne, czyli po
prostu uporzqdkowang pare liczb. Para ta okresla kierunek, zwrot i warto$¢ wektora.



Wektory mozna zapisywaé w postaci standardowo stosowanej w geometrii: OP = (a, b).

. . - a . ,
Mozna takze uzywac zapisu macierzowego: OP =a = L} Wektor jest wowczas traktowany

jak macierz sktadajaca si¢ z jednej kolumny.

Macierza nazywamy prostokatng tablice o m wierszach i n kolumnach, postaci:

a;; dp a,
A= a, dy a,, ’
aml am2 amn

gdziea;;, nazywany elementem macierzy, jest liczba.
Liczbe wierszy m i liczbe kolumn » macierzy nazywamy jej wymiarem i oznaczamy mxn.

W przestrzeni tréjwymiarowej, kazdy punkt opisywany jest za pomocg trzech wspotrzednych.
Zatem wektor w takiej przestrzeni takze opisany jest za pomocg trzech wspotrzednych.

Definicja 1.1

Wektorem w przestrzeni trojwymiarowej nazywamy uporzadkowang trojke liczb (a, b, c).
Liczby te nazywamy wspotrzednymi wektora.

Jezeli poczatkiem wektora a jest punkt Qo wspotrzednych (xj, y1, z1) a koncem punkt P o
wspotrzednych (xz, y», z2), to wektor @ mozna zapisa¢ w postaci:

a
a=|b|,gdziea=x,—x, b=y, -y, c=2z—2zI.

C

Definicja 1.2

Dhugosciag wektora nazywamy pierwiastek z sumy kwadratéw jego wspotrzednych.

Dhugos¢ wektora @ oznaczamy symbolem lal.

W przypadku wektora na plaszczyznie wektor oP jest przeciwprostokatng trojkata
prostokatnego, ktorego przyprostokatne maja dtugosci odpowiednio a i b. Z twierdzenia

Pitagorasa wynika wiec, ze ‘@‘:\/ a’ +b*> . Podobng zalezno$¢ mozna wyprowadzi¢ dla

wektora w przestrzeni trojwymiarowej.
Przyklad 1.1

Obliczy¢ dlugosci wektorow:

0’




8
b) b=|2
9

Rozwiazanie

a)la| =37 +(-2)’ =9+4 =413
b) b =8> +27 +9> =64 +4+81 =149 O

Przyklad 1.2

Dane sg punkty P, (5, 6, -2) iP, (-3, 8, 7). Obliczy¢ wspodtrzedne i dlugosci wektorow ?P;

oraz]ﬁ.
Rozwigzanie
-3-5 -8
RP=| 8-6 |=|2
7-(-2) 9
‘ﬁ=J(—8)2+22+92=J64+4+81=J149
5-(-3) 8
PP =| 6-8 |=|-2
-2-7 -9

PP|=+8% +(=2)’ +(=9)* =/64+4+81 =4/149 O
271




1.3. Podstawowe dzialania na wektorach

Podamy definicje i wlasnosci dziatan na wektorach w przestrzeni dwuwymiarowej. Dzialania
w przestrzeni trojwymiarowej definiowane sg analogicznie 1 majg analogiczne wtasnosci.

Definicja 1.4

a, b,
Mowimy, ze wektory o tych samych wymiarach,a=|.-- | ib=|---| sgréwne, a = b, wtedy 1
an bn

tylko wtedy, gdy a;=b;dlai=1,2,...,n.
Definicja 1.5

a, b,
Suma wektoréw o tych samych wymiarach, @ =|--- | i b= | --- | nazywamy wektor ¢ taki, ze

an bn

a, +b,
c=a+b=
a,+b,
a, b,
Roéznicg wektoréw o tych samych wymiarach,a=|--- | i b= |--- | nazywamy wektor c taki,
an bn
a, —b,
zec=a-b=
a,—b,
a, ka,
[loczynem wektora a = | --- | przez stala k nazywamy wektor ¢ taki, ze ¢ = ka =
a, ka,
Definicja 1.6
0

n wymiarowym wektorem zerowym nazywamy wektor 0 =




Definicja 1.7

a -4

Wektorem przeciwnym do wektora @ = | --- | nazywamy wektor - a =

Zachodzg nastepujace wiasnosci.

a) atb=b+a

b) a+(b+c)=(a +b)+c
c) a+t0=a,

d) at(-a)=0.

Definicja 1.8

Dwa niezerowe wektory a 1 b maja ten sam kierunek, jesli istnieje taka niezerowa liczba k, ze
a =k b. Jesli ponadto:

k> 0, to wektory te maja ten sam zwrot,

k <0, to wektory te majg zwrot przeciwny.

Przyklad 1.3

) -1 4
Niech a = ,b= .
3 2

Znajdz:
a) a+b,
b) a-3b,
c) 3a—(3/2)b.
Rozwiazanie
-1+4 3
a)a+b= =
3+2 5
-1-3-4 —-13
b) a-3b= =
3-3.2 -3

3
3. [3ED=54] [-3-6] [-9
c)3a——b= 3 = = O

Definicja 1.9

Wersorem nazywamy wektor, ktorego dlugos¢ jest rowna 1.




Szczegodlnie przydatne w dziataniach na wektorach sg wersory zwigzane z osiami
kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych.

. : . 0 : .
W przestrzeni dwuwymiarowej sg to wektory i = {0} oraz j = [1} , hatomiast w przestrzeni

1 0 0
trojwymiarowej i=|0|, j=|1|oraz k=|0|.
0 0 1

Kazdy wektor mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej odpowiednich wersorow.

Przyklad 1.4

-2
Zapisa¢ wektory a = {_35} b=| 3 | wpostaci kombinacji liniowej odpowiednich
12
WErsorow.
)
a= =3 |-5 |=3i-5j
| =35 0 1
[—2] 1 0 0
b=| 3 |=-2/0(+3|1|+12|0|=-2i+3j+12kO
| 12 ] 0 0 1

Widac¢ stad, ze wspotrzedne wektora sg zarazem wspotczynnikami tworzacej ten wektor
kombinacji liniowe] wersorow.

1.4. Iloczyn skalarny wektorow.

Definicja 1.10

al bl
Niecha=|---| 1b=|---|. lloczynem skalarnym wektoréw a 1 bo tych samych wymiarach
a, b,
nazywamy:
bl
a-b=atb=[a1 an]'“ =a1b1+a2b2+...+anbn.
b

Z powyzszej definicji wynika, ze iloczyn skalarny dwdch wektorow jest liczba.




Niektore wtasnosci iloczynu skalarnego:

Niech a, b 1 ¢ bedg wektorami i niech k bedzie liczba. Zachodza nastepujace wtasnosci:
a) a-a= | dl?,

b) a-b=b -a,

c) a-(b+c)y=a-b+a-c,

d) (ka)-b=k(a -b)=a -(kb),

e) 0-a=a-0=0

Iloczyn skalarny jest czesto wykorzystywany do znajdowania kata zawartego miedzy
wektorami. Vi

Definicja 1.11

Niech a 1 b bedg wektorami AlXer V)

niezerowymi zaczepionymi w jednym -
punkcie. Katem migdzy wektorami a 1 a

b nazywamy mniejszy z katéw
wyznaczonych przez te wektory. 0

el B(Xp, Y»)

xV

Na rysunku 114, kat miedzy Rys. 11.4
wektorami a 1 b oznaczony jest
symbolem 6.

Twierdzenie 1.1

Jesli @jest katem miedzy niezerowymi wektorami a i b, to:
a-b=lal bl cos @

Dowad:
Jesli b # k a, o znaczy jesli wektory a i b nie sg rownolegle, to mamy sytuacje przedstawiong
na rys. 11.4. Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata AOB otrzymujemy:

| 4B%=ld*+ 6%~ 2ld 6l cos 6.

Zatem, podstawiajac wspotrzedne poszczegdlnych wektorow, otrzymujemy:

O —Xa)* + b~y =%a +ya + x5+ -2lal |l cos @

Po podniesieniu nawiasoOw do kwadratu i zredukowaniu mamy:

=2XaXp = 2Yayp = - 2 lal 16l cos 6, co po podzieleniu przez (-2) daje udowadniang rownos¢. o

Z powyzszego twierdzenia wynikaja wazne wnioski.




Whiosek 1.1

Jesli @jest katem miedzy niezerowymi wektorami a 1 b, to:

cos @ =

ab
a9

Whiosek 1.2

| Dwa niezerowe wektory a 1 b sa ortogonalne wtedy 1 tylko wtedy, gdy a - b= 0.

Przyklad 1.4
Sprawdzi¢ ortogonalnos¢ wektorow:

2. {3}
a) a= 1b=
| —3] -2

[-3] 2
b)ya=| 5 [ib=| 8

| 2 ] -17
Rozwiazanie

a)a-b=2-3+(-3)-(-2) =6 + 6 =12. Wektory nie sg ortogonalne.

b)a-b=(3)-2+5-8+2-(-17)=-6 + 40 — 34 = 0. Wektory sg ortogonalne. O

v

S‘@‘cos@fo R

v

S R Rys. 11.5

‘@‘cosé’ >0

Jesli wektory ‘@‘ i ‘ITR ‘ sg zaczepione w tym samym punkcie, 1 jesli punkt S jest rzutem

?qcosﬁ

ortogonalnym punktu Q na prosta wyznaczong przez punkty P i R, to skalar



cosf jest

bedziemy nazywali komponentem wektora ‘@‘ wzdlui‘ﬁé‘. Zauwazmy, ze ‘P 0
dodatni jesli 0 < < 1/2 lub ujemny jesli /2 < 8< . Dla 8= n/2 komponent jest rowny O.
PO-PR

‘_, Wz06r ten mozna zastosowac do obliczania wartos$ci
PR‘

Zauwazmy, Ze ‘P Q‘ cosfd =

pracy wykonanej przez sil¢ dzialajaca pod katem € do kierunku ruchu przesuwanego ciata.

Zat6zmy, ze mamy do czynienia z sytuacja przedstawiong w pierwszej czesci rysunku 11.5,
tzn. sita @ przyltozona jest w punkcie P i powoduje przesunigcie tego punktu o wektor PR.

Wektor PO jest suma wektorow PS i SO, a wektor SO jako prostopadty do kierunku

przesunig¢cia nie wptywa na przesunigcie punktu P. Wykonana praca moze wigc by¢ zapisana
W postaci :

w=|PS ‘ﬁé ‘ ,

gdzie

‘P_S: = ‘P—Q‘ cosd .

Stad

W = ‘IJ_QHEQ"COSQ = P—Qﬁ
Zatem

Twierdzenie 1.2

Praca wykonana przez stalg sile @ , ktora spowodowata przesunigcie punktu przyltozenia sity

o wektor PR jest rowna iloczynowi skalarnemu wektoréw PQ i ﬁ, W= @ .PR.

Przyklad 1.5.

Wartos$¢ i kierunek statej sity wyrazone sg za pomoca wektora a = [5 2 6]t . Obliczy¢ prace

wykonang przez t¢ sile podczas przesuwania pewnego ciata z punktu P(1, -1, 2) do punktu
R(4,3,-1).

Rozwiazanie.

Najpierw obliczamy wspotrzedna wektora PR.
Otrzymujemy PR = [3, 4, -3]".

Zgodnie z twierdzeniem 11.2 warto$cig pracy jest:
a- PR=53+24+6-(3)=5.

Jesli przesunigcie wyrazone byto w metrach a sita w niutonach, to jednostka pracy jest dzul.
Mozemy wigc powiedzie¢, ze wykonana zostala praca W=51J. o




1.5. Iloczyn wektorowy.

Definicja 1.12

1 0 0
Niech i=[0|, j=|1|oraz k=|0|.
0 0 1
[loczynem wektorowym wektorow a = aji + ayj + ask oraz b = byi + byj + bsk nazywamy
a, das, |4, as, |4, 4, . .
wektor axb = b b, i— b b Jj+ b b, k = (axbs — byaz)i — (a1bs — azby)j + (a1by — axby)k

Skrotowo mozna iloczyn wektorowy zapisa¢ w postaci wyznacznika:
i j k

axb=|a, a, a,|. Ponizej podano tez metode¢ Sarrusa obliczenia takiego wyznacznika.
bl b2 b3

Praktyczne zastosowanie w rozwigzaniu zadania na str. 22.

Przyklad 1.6

Znalezé a x bijeslia=1[2,-1,6]ib=[-3,5, 17"

Rozwiazanie
i j k
-1 6/, |2 6. |2 -1
axb=2 -1 6/= i— Jj+ k=
5 1 -3 1 -3 5
-3 5 1

= (-1 -30)i - (2 + 18)j + (10 — 3)k = -31i — 20j + 7Tk = [-31, -20, 7]". ©

Metoda Sarrusa

Wyznacznik trzeciego stopnia mozna obliczy¢ stosujac skrocong metode zwang metoda
(regula) Sarrusa. Metoda ta odnosi si¢ tylko 1 wylacznie do wyznacznikow stopnia trzeciego.
Polega ona na dopisaniu pod odpowiadajaca obliczanemu wyznacznikowi macierza pierwszy,
a potem drugi wiersz (alternatywa jest dopisanie po prawej stronie pierwszej, a nast¢pnie
drugiej kolumny), przez co otrzymujemy nast¢pujacy schemat:

ap \ ap, / ai;

X X
) ><a32>< %\
: P /au \an\
/aﬁ aB\ |

=ay1Apdsy +ayA30;3 T 431015053 — 13003 — Ay3dzpd) —A33d;pdy).




Twierdzenie 1.3

Wektor a x b jest ortogonalny do wektorow a 1 b.

Dowod:Wystarczy wykazac, ze (a x b)-a = 0 oraz (a x b)-b = 0.

a, 4, a, a a a,
b, b, b, b, b, b,

= (azb3 — baaz)a; - (a1bs — biaz)ay + (ai1br — biaz)az =
arbs a1 - brazay - a1bz ar + biazax + a1by az - biaraz = 0.

(axb)-a= a, — a, + a, =

Podobnie dowodzimy, ze (a x b)-b=0. O

W interpretacji geometrycznej, rys. 11.6, twierdzenie 11.3
pokazuje, ze jesli wektory a i b zaczepione s3 w jednym
punkcie, to iloczyn wektorowy axb jest wektorem
prostopadtym do ptaszczyzny wyznaczonej przez a i b. Jego
zwrot wyznaczony jest za pomocg reguly sruby prawoskretne;:
obracajac wektor @ w strong wektora b zgodnie ze strzatka,
wybieramy zwrot wektora a x b wskazany przez ,,wkrecanie
si¢” Sruby prawoskretne;j.

[loczyn wektorowy, podobnie jak skalarny, moze by¢ uzyty do
wyznaczania kata miedzy wektorami.

Twierdzenie 1.4

Rys. 11.6

Jesli @jest katem migdzy dwoma niezerowymi wektorami a 1 b, to

la x bl = ld |bl sin 6

Z powyzszego twierdzenia oraz z wtasnos$ci sin 0 = 0 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.3

Niezerowe wektory a i b sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a x b =0

[loczyn wektorowy ma nastgpujace wiasnosci.

Twierdzenie 1.5

Jesli a, b i ¢ s3 dowolnymi wektorami, 0 jest wektorem zerowym, m= 0 jest skalarem, to:

a) ax0=0xa=0,

b) axb=-bxa,

c) (ma) x b=m(a x b)=a x (mb),
d) ax(b+c)=(axb)+(axc),
e) (atb)yxc= (axc)+(bxc),
f) (axb)-c =a-(bxc),

g) ax(bxc) =(a-c)b—(a-b)c.




Zastosowania.

Twierdzenie 1.6

Pole rownolegloboku, ktérego przylegtymi bokami sa wektory a i b, jest rbwne P = la x 8l .

Dowod.

Niech a 1 b beda przyleglymi bokami
rownolegtoboku, a @ niech bedzie katem migdzy
nimi, rys. 11.7. Ze wzoru na pole réwnolegtoboku
mamy:

P = ld |blsin 6.

Zatem zgodnie z twierdzeniem 11.4,

P= |a><b|. |

Przyklad 1.6

VA

b bl sin &

a

Rys. 11.7

xV

Obliczy¢ pole réwnolegtoboku, ktérego kolejnymi wierzchotkami sa punkty o wspdtrzednych

2,5,3),(1,-1,3)i(5,4,2).

Rozwigzanie

Majac trzy kolejne wierzchotki mozemy utworzy¢ trzy réwnolegloboki. Poniewaz pole
kazdego réwnolegloboku jest rowne podwojonemu polu trojkata utworzonego przez trzy
kolejne wierzchotki, zatem pola tych réwnolegtobokow beda jednakowe. Wystarczy wyliczy¢
pole jednego z nich, np. réwnolegloboku, ktérego przyleglymi bokami sg wektory a o
poczatku w punkcie (1,-1,3) i koncu w punkcie (2,5, 3) oraz b o poczatku w punkcie

(1, -1, 3) i koncu w punkcie (5, 4, 2).
Wektory te maja nastgpujace wspolrzedne.

a=Q2-Di+G+1)j+@-3)k=i+6j, b=(5-Di+ @+ 1)j+(2-3)k=4i+5—k

Zatem
i j k
6 0, |1 0, |1 6
axb={1 6 0|= i- Jj+ k
5 -1 4 - 4 5
4 5 -1

axb=-6i+j-19%.

Zatem P = la x Bl = {/(=6)> + 1> +(~19)> =+/36+1+361=+/398 . ©



Zad. Czy wektory [1,1,1], [0,1,1]1[1,0,0] sa liniowo niezalezne?

Wektory a,, a,, ... a, s3 liniowo niezalezne, jesli zaden z nich nie jest kombinacja liniowa
pozostatych, to znaczy nie istnieje taki zestaw liczb ay, ao, ... a,, 7€

a,= Z’;Zl a,a; gdziej#i.

Dla podanych trzech wektorow widac, ze nie s one liniowo niezalezne: pierwszy wektor jest
sumg drugiego i trzeciego.

0 1 1
L[+]0(|=]|1
1 0 1

Wektory sa liniowo niezalezne, gdy wyznacznik macierzy z nich utworzonej jest rozny od
zera. Sprawdzmy, Ze

1 0 1
1 1 0=0
1 10

Przedstaw wektor w=[2,2,3] w postaci kombinacji liniowej wektoréw a=[1,0,1], b=[0,1,1] 1
¢=[1,0,0]
Sprawdzmy, czy podane trzy wektory sg liniowo niezalezne

1 0 1
0 1 0]=-Ilczylite wektory sg liniowo niezalezne
1 1 0

Szukamy liczb a, b, c takich, ze aa + bb +ce =w

1 0 1 2
czylia| 0 |[+b| 1|+ 0|=]|2
1 1 0 3

Jest to uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi, a, b, c.
Mozemy go zapisac jako

atc=2

b=2 (*)
a+b=3, skadotrzymujemya=1,b=2,c=1.

Sprawdzamy:
1 0 1 2

O(+2|1|+]0|=|2
1 1 0 3

Za pomocg kombinacji liniowej podanych tu wektoréw a, b, ¢ mozna przedstawi¢ dowolny
wektor w przestrzeni trojwymiarowej, moga wigc one stanowi¢ baze w takiej przestrzeni.



Zad. Dla wektora w = [- 1,3] znalez¢ sktadowa rownolegla i prostopadta do wektora b = [3,4]

A

v

Diugos¢ sktadowej rownoleglej |w| znajdziemy z definicji iloczynu skalarnego.
Przypominamy

a

1)

v

a*b=|a|:|b| cos ¢

Zauwazmy, ze |a|cose to rzut wektora a na wektor b czyli
|ajcosp= (a - b)/ |b| *)

Obliczmy dla podanych wektorow dtugos¢ wektora b
bi=V(3*+4%) =5

Iloczyn skalarny wektoraw [-1, 3]
1 wektora b [3, 4]

wynosi -3+12 =9, czyli dlugo$¢ rzutu wektora w na wektor b wynosi ze wzoru (*) |w|[=9/5.

Wektor w|| znajdziemy mnozgc t¢ dtugoS¢ przez wersor (czyli wektor o dugosci 1)
réwnolegty do wektora b

w|=w| - b/|b|=9/25- [3,4] =[27/25,36/25] (poréwnaj na rysunku)

Ogodlnie, wzor na wektor ag, bedacy sktadowa wektora a réwnolegta do wektora bwynosi
aob

bl

Sktadowa prostopadia do wektora b znajdziemy jako r6znicg migdzy wektorem wi w||

wi=w-w| = [-1,3] - [27/25,36/25] =[-52/25, 39/25] (poréwnaj na rysunku)

a

Sprawdzmy, jeszcze czy wektory wLiw| sg prostopadte, czyli wi -w| =0
5227 3639

2525 2525



Inne rozwiazania zadan z algebry

Zad. Sprawdz czy relacja R € N x N (N-zbior liczb naturalnych), okreslona przez mRn « 2|(n +
m) jest relacja rownowaznosci. Jesli tak, to znajdz zbiodr ilorazowy.

Rozwigzanie:

Musimy sprawdzi¢, czy relacja R jest zwrotna, symetryczna i przechodnia:

®  Zwrotnoscé ‘v’xeN :xRx

Relacja jest zwrotna poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi 2|(x + x).

* symetrycznos¢ ¥V xRy = yRx

€

Relacja jest symetryczna poniewaz dla dowolnej pary liczb naturalnych, z prawa
przemiennosci dodawania wynika, ze jezeli zachodzi relacja xRy = 2|(x + y) to rOwniez

musi zachodzi¢ relacja yRx =2|(y + x).

* przechodnios¢ ¥V 1XRy A yRz = xRz
Jezeli zachodzg xRy = 2|(x + y) oraz yRz = 2|(y + z), to x + y =2k, y + z = 2/ dla
pewnych k,l e N . Stad wynika, ze (x + z) =2 (k + [ —y), czyli zachodzi rowniez
xRz =2|(x + z). Zatem relacja R jest przechodnia.

Klasg abstrakcji dowolnego elementu a € N wzgledem relacji R jest zbidr [a]z wszystkich liczb
naturalnych o tej samej parzystosci co a. Mozemy zatem wyodrebni¢ dwie klasy abstrakcji dla
danej relacji R:

> K = [O]R = [2]R = [4]R =..= {x :x=2n,ne NO} - liczby naturalne parzyste

> K = [1]R = [3]R = [5]R =..= {x :x=2n+1,ne NO} - liczby naturalne nieparzyste

Zblor ilorazowy to zbior wszystkich klas abstrakcji danej relacji réwnowaznosci:
N R={K.K,}.



Zad. Korzystajac z tw. Kroneckera-Capellego sprawdz ile rozwigzan ma uktad réwnan:

—Xx—y+z+t=4,

x—y—z+t=0,

xX—-y—z—t=-8.
Przypomnienie:
Twierdzenie Kroneckera-Capellego:
Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych AX=B, gdzie rzad macierzy 4 typu m x n (co
oznacza, ze n jest liczbg niewiadomych, a m okresla liczb¢ réwnan) wynosi 7, a rzad macierzy
rozszerzonej uktadu U = [A4|B] wynosi s. Uktad ten ma rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy
r=s.

Z twierdzenia wynika, ze:

e jezeli r = s = n — rozwigzanie ukladu wyznaczone jest jednoznacznie. Taki uktad
nazywamy oznaczonym.

e jezeli r = s < n — uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n - r parametrow.
Taki uktad nazywamy nieoznaczonym.

e uktad nie ma rozwigzan, kiedy rzad macierzy gtownej nie jest rowny rzedowi macierzy
rozszerzonej. Taki uktad nazywamy sprzecznym.

Rozwiazanie:

» Zapisujemy rozpatrywany uktad rownan w postaci macierzowej AX=B:

X
-1 -1 1 1 4
I -1 -1 1 7= 0
1 -1 -1 1] * -8
t
Liczba réwnan m = 3, liczba niewiadomych n = 4.
» Tworzymy macierz rozszerzong U = [A|B]:
-1 -1 1 1.4
U=s| 1 -1 -1 110
1
1 -1 -1 -1!'-8



» Wykonujac operacje elementarne na wierszach macierzy U sprowadzamy ja do postaci
schodkowej w celu wyznaczenia jednoczesnie rzgdow macierzy 4 1 U:

Do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy:

waw| =1 =1 1 1, 4
U=|0 2 0 214
1 -1 -1 -1'-8
Do wiersza trzeciego dodajemy wiersz pierwszy
we| =1 =1 1 1, 4
=1 0 2 0 214
| 0 -2 0 0'-+4
Od wiersza trzeciego odejmujemy wiersz drugi:
wew| =1 =11 1 1 4

1
1
=00 2 0 2,4
0 0 0 —21-
Uzyskana macierz schodkowa ma trzy niezerowe wiersze w czgsci A. Czyli rzad macierzy A4 jest
rowny rzedowi macierzy U: r = s = 3. Zatem uklad ma rozwigzania. Poniewaz r = s < n, uktad

jest nieoznaczony i1 ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru (n - r = 4
-3=1).

» Przepisujemy uktad rownan korzystajac ze schodkowej postaci macierzy 4 i U:

X
-1 -1 1 1 4
0o =20 2 || Y 1= 4
0 0 0 -2 j -8

Otrzymujemy:
—Xx—y+z+t=4,
—2y+2t=4,
-2t =-8.

Rozwigzujac ostatni uktad przez podstawienie i traktujgc x jako parametr otrzymamy nastepujace
rozwigzanie:

y=2,
z=2+x,
t=4.

Mozna sprawdzi¢ dla kilku dowolnych warto$ci x, ze powyzszy wynik zawsze begdzie
rozwigzaniem rozpatrywanego uktadu rownan.



Zad. Oblicz wyznacznik macierzy

1 50 2
1 3 45
7 2 1 4
1 4 0 1

wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a.
Przypomnienie:

Zgodnie z rozwinigciem Laplace’a, wyznacznik macierzy kwadratowej 4 = [a;;] stopnia n > 2 jest
rowny sumie iloczynéw elementow i-tego wiersza lub j-tej kolumny 1 ich dopeknien
algebraicznych:

detd=a,D, +a,D, +..+a D, dlarozwinigcia wzgledem i-tego wiersza

detdA=a, D +a, D, +..+a D dlarozwini¢gcia wzgledem j-tej kolumny
J J J J ni~ ni
gdzie D; to dopehienie algebraiczne elementu a; powstale z przemnozenia czynnika (-1)" przez
minor elementu a;;.

Rozwigzanie:

Wybieramy liczbe wierzy lub kolumn z najwigkszg iloscig zer — w tym przypadku jest to trzecia
kolumna. Dokonujemy rozwini¢cia Laplace’a wyznacznika wzgledem niezerowych elementow
trzeciej kolumny:

b5 02 15 2 15 2
1 3 4 5 2+3 3+2

7214:4~(—1) 7 2 4+1(-1)7]1 3 5
4o 1 4 1 1 4 1

Wyznaczniki macierzy dopetnien (minory o wymiarach 3 x 3) liczymy metoda Sarrusa:

1 5 2
7 2 4 |=(2+20+56)—(16+35+4)="78—-55=23
1 4 1

15 2

1 3 5|=(3+25+8)—(20+5+6)=36-31=5

1 4 1




Po podstawieniu do rozwinigcia Laplace’a i kilku elementarnych obliczeniach dostajemy szukany
wyznacznik:

=4-(-1)"-23+1-(1)" 5= 92+ 5=-87

e e
BN W
S = N O
i S AN\



Zad. W zalezno$ci od wartosci parametru a rozwigza¢ uktad réwnan:

xt+y—az= —1
ax+y+az=4
dx+y+4z=a

Rozwiazanie
Jest to uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi x, y i z oraz parametrem a.

Do jego rozwigzania mozemy postuzy¢ sie np. metodg wyznacznikoéw (wzory Cramera).
Obliczmy wyznacznik gtéwny:

1 1 —-a
a 1 a
4 1 4

W= =-a’+3a+4.

Uklad posiada jedno rozwiazanie, gdy wyznacznik gtowny jest r6zny od zera, tj.
(po otrzymaniu rozwiazan rownania kwadratowego -a*+ 3a +4=0) dlaa # -1 i a# 4.

Obliczmy teraz dalsze wyznaczniki (kolumne wspotczynnikéw kolejno przy x, y i
zzastgpujemy kolumng wyrazéw wolnych — z prawej strony uktadu rownan):

-1 1 —a 1 -1 —a
We=14 1 al|=-3a-20,W,=|a 4 a|=-a-d"+16a+ 16,
a 1 4 4 a 4
1 1 -1
W.=la 1 4|=-a+16.
4 1 a
Mamy tym samym okreslong posta¢ rozwigzania dla przypadkow a # -1 1 a# 4 (zgodnie z
: Wx W, Wz
wzorami Carmera): x =—, y = ,Z=—.
w w w

Pozostaje nam sprawdzi¢ dwa inne przypadki:

1) Uklad nieoznaczony (nieskonczenie wiele rozwigzan) mielibysmy wtedy, gdy
wszystkie cztery wyznaczniki si¢ zeruja. Poniewaz wiemy juz, ze dla gldéwnego
wyznacznika jest to mozliwe jedynie dla a = -1 lub a = 4, tatwo sprawdzi¢, ze dla
zadnej z tych dwoch liczb nie otrzymamy wszystkich wyznacznikéw réwnych zero.
Nie jest zatem mozliwe, by uktad byt nicoznaczony.

2) Sprawdzajac warto$ci wyznacznikoéw dla a = -1 lub a = 4, zapewne zauwazyliscie, ze
w pierwszym przypadku (a = -1) otrzymamy W, = 0, ale przy niezerowych
pozostalych dwoch wyznacznikach, za§ w drugim (@ = 4) mamy co prawda . =0, ale
pozostale dwa sg rozne od zera.

Jest to cecha uktadu sprzecznego (brak rozwigzan).
Podsumowujac powiemy, ze rozwazany uktad ma jedno rozwigzanie dla a # -1 1 a# 4 oraz
jest uktadem sprzecznym (nie ma rozwigzan) przy a = -1 luba= 4.



Zad. Sprawdz, czy podane macierze sg do siebie wzajemnie odwrotne:

I

2

| —

o)

Il
ooo|w_b

|

—

=
O |~ K|~

Krotkie wyjasnienie

Zatozmy, ze macierz A jest macierzq kwadratowq stopnia n. Mowimy, Ze macierz B tego

samego wymiaru jest macierzq odwrotng do A, jezeli spetniona jest rownosc:
A-B=B-A=1

Uwaga:Macierz A jest odwracalna, czyli posiada macierz odwrotng, wtedy i tylko wtedy, gdy
Jjej wyznacznik jest rozny od zera, czyli jest ona tzw. macierzq nieosobliwg.

Rozwigzanie:
a) Obliczymy iloczynA4-B:

y {3—2 —6—6}_{1 —12}
I-1 -2+3 0 1 , czyli A-B#l, a wigc podane macierze nie sg do siebie

wzajemnie odwrotne. Oczywiscie nie musimy juz oblicza¢ drugiego z iloczyndéw podanych w
definicji macierzy odwrotne;j.

b) Podobnie jak powyzej, obliczymy iloczyn:

l+i _2_1_74_5 —l‘i‘—
4 4 4 4 100
A-B=| 0 1 0 =0 1 0
3.3 2. 17, 3.1 g o
| 4 4 4 4 4 4
1 2 2 5 2 3
—+— ——4—= ——+—+—
4 4 4 4 4 4 1 0
B4l 3,3 6.2 15 17 27 1, ,
8 8 8 8 8
0 0 1 00

zatem podane macierze s3 do siebie wzajemnie odwrotne.



Zad. Wyznacz macierz odwrotna:

a)
1 3
A=
b)
-1 1 2
A=13 0 1
0 1 -1

Krotkie wyjasnienie

Aby wyznaczy¢ macierz odwrotng do A, wykonujemy nastepujgce czynnosci:
1) Obliczamy wyznacznik macierzy A, jesli detdA = 0, to macierz odwrotna nie istnieje,

2) Jeslidet A# 0, to obliczamy dopetnienia algebraiczne wszystkich wyrazow macierzy A
(dopetnieniem algebraicznym wyrazu a; macierzy A nazywamy wyznacznik
podmacierzy powstalej z A przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny,
pomnozony przez liczbe(-1)"") dopelnienie algebraiczne wyrazu a;; bedziemy oznaczal

przezAj;.

3) Tworzymy macierz dopetnien:

4) Wyznaczamy macierz transponowang do D

5) Macierzq odwrotng do A jest macierz

g 1 DT

:detA'

Rozwiazanie:
a) Najpierw obliczymy wyznacznik macierzyA:

I 3
2 1

‘ =1-6=-5=0
, zatem A jest odwracalna.

Obliczymy teraz dopehienia algebraiczne wszystkich wyrazoéw tej macierzy:

4, :(_1)1+1 1=1



4y :(_1)%2 '1:1.

Zauwazmy, ze w tym przypadku dopetnienia algebraiczne wyrazow sa wyznacznikami
macierzy wymiaru 1 X1, czyli zawierajacej tylko jeden wyraz. Taki wyznacznik jest rowny
temu wyrazowi.

Macierz D ma wigc postac :

Aby sprawdzi¢ poprawno$¢ wykonanych obliczen, mozemy obliczy¢ odpowiednie iloczyny:

D= w

+
(NN SRV RN

A-A" =

|
1
o =
- O
[

|
wmiNwn | —
|

+
|| W

zatem otrzymaliSmy poprawny wynik.



b)

-1 1 2]-11
detA={3 0 1[3 0=0+0+6-0-(-1)—(-3)=10%0
0 1 -10 1

Zatem istnieje macierz odwrotna do4. Obliczymy dopetnienia algebraiczne wszystkich
wyrazOw macierzyA:

4, = (_1)1+1 ’

0 1
1 -1

Otrzymujemy stad macierz

-1 3 3
D=3 1 1
1 7 -3

3



nastepnie

-1 3 1
D'=3 1 7
3 1 -3
1 wreszcie
-1 3
A’I:i. 31 7
10

3 1 -3

Wykonamy jeszcze sprawdzenie:

[143+6 —3+1+2
A-A"=—- =3+3 9+1
| 3-3 1-1

zatem wykonali$my poprawne obliczenia.

149 —1+1 -2+3-1
A ' A=—|=-3+3 347 6+1-7
_—3+3 3-3 6+1+3

. 10 0 O
—-0 10 0 |=1
10
0 0 10
10 0 O

1~010 0|=1

0 0 10

Opracowanie KR
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