Inne rozwiazania zadan z algebry

Zad. Sprawdz czy relacja R € N x N (N-zbior liczb naturalnych), okreslona przez mRn « 2|(n +
m) jest relacja rownowaznosci. Jesli tak, to znajdz zbiodr ilorazowy.

Rozwigzanie:

Musimy sprawdzi¢, czy relacja R jest zwrotna, symetryczna i przechodnia:

®  Zwrotnoscé ‘v’xeN :xRx

Relacja jest zwrotna poniewaz dla dowolnej liczby naturalnej zachodzi 2|(x + x).

* symetrycznos¢ ¥V xRy = yRx

€

Relacja jest symetryczna poniewaz dla dowolnej pary liczb naturalnych, z prawa
przemiennosci dodawania wynika, ze jezeli zachodzi relacja xRy = 2|(x + y) to rOwniez

musi zachodzi¢ relacja yRx =2|(y + x).

* przechodnios¢ ¥V 1XRy A yRz = xRz
Jezeli zachodzg xRy = 2|(x + y) oraz yRz = 2|(y + z), to x + y =2k, y + z = 2/ dla
pewnych k,l e N . Stad wynika, ze (x + z) =2 (k + [ —y), czyli zachodzi rowniez
xRz =2|(x + z). Zatem relacja R jest przechodnia.

Klasg abstrakcji dowolnego elementu a € N wzgledem relacji R jest zbidr [a]z wszystkich liczb
naturalnych o tej samej parzystosci co a. Mozemy zatem wyodrebni¢ dwie klasy abstrakcji dla
danej relacji R:

> K = [O]R = [2]R = [4]R =..= {x :x=2n,ne NO} - liczby naturalne parzyste

> K = [1]R = [3]R = [5]R =..= {x :x=2n+1,ne NO} - liczby naturalne nieparzyste

Zblor ilorazowy to zbior wszystkich klas abstrakcji danej relacji réwnowaznosci:
N R={K.K,}.



Zad. Korzystajac z tw. Kroneckera-Capellego sprawdz ile rozwigzan ma uktad réwnan:

—Xx—y+z+t=4,

x—y—z+t=0,

xX—-y—z—t=-8.
Przypomnienie:
Twierdzenie Kroneckera-Capellego:
Niech dany bedzie uktad réwnan liniowych AX=B, gdzie rzad macierzy 4 typu m x n (co
oznacza, ze n jest liczbg niewiadomych, a m okresla liczb¢ réwnan) wynosi 7, a rzad macierzy
rozszerzonej uktadu U = [A4|B] wynosi s. Uktad ten ma rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy
r=s.

Z twierdzenia wynika, ze:

e jezeli r = s = n — rozwigzanie ukladu wyznaczone jest jednoznacznie. Taki uktad
nazywamy oznaczonym.

e jezeli r = s < n — uklad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od n - r parametrow.
Taki uktad nazywamy nieoznaczonym.

e uktad nie ma rozwigzan, kiedy rzad macierzy gtownej nie jest rowny rzedowi macierzy
rozszerzonej. Taki uktad nazywamy sprzecznym.

Rozwiazanie:

» Zapisujemy rozpatrywany uktad rownan w postaci macierzowej AX=B:

X
-1 -1 1 1 4
I -1 -1 1 7= 0
1 -1 -1 1] * -8
t
Liczba réwnan m = 3, liczba niewiadomych n = 4.
» Tworzymy macierz rozszerzong U = [A|B]:
-1 -1 1 1.4
U=s| 1 -1 -1 110
1
1 -1 -1 -1!'-8



» Wykonujac operacje elementarne na wierszach macierzy U sprowadzamy ja do postaci
schodkowej w celu wyznaczenia jednoczesnie rzgdow macierzy 4 1 U:

Do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy:

waw| =1 =1 1 1, 4
U=|0 2 0 214
1 -1 -1 -1'-8
Do wiersza trzeciego dodajemy wiersz pierwszy
we| =1 =1 1 1, 4
=1 0 2 0 214
| 0 -2 0 0'-+4
Od wiersza trzeciego odejmujemy wiersz drugi:
wew| =1 =11 1 1 4

1
1
=00 2 0 2,4
0 0 0 —21-
Uzyskana macierz schodkowa ma trzy niezerowe wiersze w czgsci A. Czyli rzad macierzy A4 jest
rowny rzedowi macierzy U: r = s = 3. Zatem uklad ma rozwigzania. Poniewaz r = s < n, uktad

jest nieoznaczony i1 ma nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego parametru (n - r = 4
-3=1).

» Przepisujemy uktad rownan korzystajac ze schodkowej postaci macierzy 4 i U:

X
-1 -1 1 1 4
0o =20 2 || Y 1= 4
0 0 0 -2 j -8

Otrzymujemy:
—Xx—y+z+t=4,
—2y+2t=4,
-2t =-8.

Rozwigzujac ostatni uktad przez podstawienie i traktujgc x jako parametr otrzymamy nastepujace
rozwigzanie:

y=2,
z=2+x,
t=4.

Mozna sprawdzi¢ dla kilku dowolnych warto$ci x, ze powyzszy wynik zawsze begdzie
rozwigzaniem rozpatrywanego uktadu rownan.



Zad. Oblicz wyznacznik macierzy

1 50 2
1 3 45
7 2 1 4
1 4 0 1

wykorzystujac rozwiniecie Laplace’a.
Przypomnienie:

Zgodnie z rozwinigciem Laplace’a, wyznacznik macierzy kwadratowej 4 = [a;;] stopnia n > 2 jest
rowny sumie iloczynéw elementow i-tego wiersza lub j-tej kolumny 1 ich dopeknien
algebraicznych:

detd=a,D, +a,D, +..+a D, dlarozwinigcia wzgledem i-tego wiersza

detdA=a, D +a, D, +..+a D dlarozwini¢gcia wzgledem j-tej kolumny
J J J J ni~ ni
gdzie D; to dopehienie algebraiczne elementu a; powstale z przemnozenia czynnika (-1)" przez
minor elementu a;;.

Rozwigzanie:

Wybieramy liczbe wierzy lub kolumn z najwigkszg iloscig zer — w tym przypadku jest to trzecia
kolumna. Dokonujemy rozwini¢cia Laplace’a wyznacznika wzgledem niezerowych elementow
trzeciej kolumny:

b5 02 15 2 15 2
1 3 4 5 2+3 3+2

7214:4~(—1) 7 2 4+1(-1)7]1 3 5
4o 1 4 1 1 4 1

Wyznaczniki macierzy dopetnien (minory o wymiarach 3 x 3) liczymy metoda Sarrusa:

1 5 2
7 2 4 |=(2+20+56)—(16+35+4)="78—-55=23
1 4 1

15 2

1 3 5|=(3+25+8)—(20+5+6)=36-31=5

1 4 1




Po podstawieniu do rozwinigcia Laplace’a i kilku elementarnych obliczeniach dostajemy szukany
wyznacznik:

=4-(-1)"-23+1-(1)" 5= 92+ 5=-87
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Zad. W zalezno$ci od wartosci parametru a rozwigza¢ uktad réwnan:

xt+y—az= —1
ax+y+az=4
dx+y+4z=a

Rozwiazanie
Jest to uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi x, y i z oraz parametrem a.

Do jego rozwigzania mozemy postuzy¢ sie np. metodg wyznacznikoéw (wzory Cramera).
Obliczmy wyznacznik gtéwny:

1 1 —-a
a 1 a
4 1 4

W= =-a’+3a+4.

Uklad posiada jedno rozwiazanie, gdy wyznacznik gtowny jest r6zny od zera, tj.
(po otrzymaniu rozwiazan rownania kwadratowego -a*+ 3a +4=0) dlaa # -1 i a# 4.

Obliczmy teraz dalsze wyznaczniki (kolumne wspotczynnikéw kolejno przy x, y i
zzastgpujemy kolumng wyrazéw wolnych — z prawej strony uktadu rownan):

-1 1 —a 1 -1 —a
We=14 1 al|=-3a-20,W,=|a 4 a|=-a-d"+16a+ 16,
a 1 4 4 a 4
1 1 -1
W.=la 1 4|=-a+16.
4 1 a
Mamy tym samym okreslong posta¢ rozwigzania dla przypadkow a # -1 1 a# 4 (zgodnie z
: Wx W, Wz
wzorami Carmera): x =—, y = ,Z=—.
w w w

Pozostaje nam sprawdzi¢ dwa inne przypadki:

1) Uklad nieoznaczony (nieskonczenie wiele rozwigzan) mielibysmy wtedy, gdy
wszystkie cztery wyznaczniki si¢ zeruja. Poniewaz wiemy juz, ze dla gldéwnego
wyznacznika jest to mozliwe jedynie dla a = -1 lub a = 4, tatwo sprawdzi¢, ze dla
zadnej z tych dwoch liczb nie otrzymamy wszystkich wyznacznikéw réwnych zero.
Nie jest zatem mozliwe, by uktad byt nicoznaczony.

2) Sprawdzajac warto$ci wyznacznikoéw dla a = -1 lub a = 4, zapewne zauwazyliscie, ze
w pierwszym przypadku (a = -1) otrzymamy W, = 0, ale przy niezerowych
pozostalych dwoch wyznacznikach, za§ w drugim (@ = 4) mamy co prawda . =0, ale
pozostale dwa sg rozne od zera.

Jest to cecha uktadu sprzecznego (brak rozwigzan).
Podsumowujac powiemy, ze rozwazany uktad ma jedno rozwigzanie dla a # -1 1 a# 4 oraz
jest uktadem sprzecznym (nie ma rozwigzan) przy a = -1 luba= 4.



Zad. Sprawdz, czy podane macierze sg do siebie wzajemnie odwrotne:
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Krotkie wyjasnienie

Zatozmy, ze macierz A jest macierzq kwadratowq stopnia n. Mowimy, Ze macierz B tego

samego wymiaru jest macierzq odwrotng do A, jezeli spetniona jest rownosc:
A-B=B-A=1

Uwaga:Macierz A jest odwracalna, czyli posiada macierz odwrotng, wtedy i tylko wtedy, gdy
Jjej wyznacznik jest rozny od zera, czyli jest ona tzw. macierzq nieosobliwg.

Rozwigzanie:
a) Obliczymy iloczynA4-B:

y {3—2 —6—6}_{1 —12}
I-1 -2+3 0 1 , czyli A-B#l, a wigc podane macierze nie sg do siebie

wzajemnie odwrotne. Oczywiscie nie musimy juz oblicza¢ drugiego z iloczyndéw podanych w
definicji macierzy odwrotne;j.

b) Podobnie jak powyzej, obliczymy iloczyn:

l+i _2_1_74_5 —l‘i‘—
4 4 4 4 100
A-B=| 0 1 0 =0 1 0
3.3 2. 17, 3.1 g o
| 4 4 4 4 4 4
1 2 2 5 2 3
—+— ——4—= ——+—+—
4 4 4 4 4 4 1 0
B4l 3,3 6.2 15 17 27 1, ,
8 8 8 8 8
0 0 1 00

zatem podane macierze s3 do siebie wzajemnie odwrotne.



Zad. Wyznacz macierz odwrotna:

a)
1 3
A=
b)
-1 1 2
A=13 0 1
0 1 -1

Krotkie wyjasnienie

Aby wyznaczy¢ macierz odwrotng do A, wykonujemy nastepujgce czynnosci:
1) Obliczamy wyznacznik macierzy A, jesli detdA = 0, to macierz odwrotna nie istnieje,

2) Jeslidet A# 0, to obliczamy dopetnienia algebraiczne wszystkich wyrazow macierzy A
(dopetnieniem algebraicznym wyrazu a; macierzy A nazywamy wyznacznik
podmacierzy powstalej z A przez wykreslenie i-tego wiersza i j-tej kolumny,
pomnozony przez liczbe(-1)"") dopelnienie algebraiczne wyrazu a;; bedziemy oznaczal

przezAj;.

3) Tworzymy macierz dopetnien:

4) Wyznaczamy macierz transponowang do D

5) Macierzq odwrotng do A jest macierz

g 1 DT

:detA'

Rozwiazanie:
a) Najpierw obliczymy wyznacznik macierzyA:

I 3
2 1

‘ =1-6=-5=0
, zatem A jest odwracalna.

Obliczymy teraz dopehienia algebraiczne wszystkich wyrazoéw tej macierzy:

4, :(_1)1+1 1=1



4y :(_1)%2 '1:1.

Zauwazmy, ze w tym przypadku dopetnienia algebraiczne wyrazow sa wyznacznikami
macierzy wymiaru 1 X1, czyli zawierajacej tylko jeden wyraz. Taki wyznacznik jest rowny
temu wyrazowi.

Macierz D ma wigc postac :

Aby sprawdzi¢ poprawno$¢ wykonanych obliczen, mozemy obliczy¢ odpowiednie iloczyny:

D= w

+
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zatem otrzymaliSmy poprawny wynik.



b)

-1 1 2]-11
detA={3 0 1[3 0=0+0+6-0-(-1)—(-3)=10%0
0 1 -10 1

Zatem istnieje macierz odwrotna do4. Obliczymy dopetnienia algebraiczne wszystkich
wyrazOw macierzyA:

4, = (_1)1+1 ’

0 1
1 -1

Otrzymujemy stad macierz

-1 3 3
D=3 1 1
1 7 -3

3



nastepnie

-1 3 1
D'=3 1 7
3 1 -3
1 wreszcie
-1 3
A’I:i. 31 7
10

3 1 -3

Wykonamy jeszcze sprawdzenie:

[143+6 —3+1+2
A-A"=—- =3+3 9+1
| 3-3 1-1

zatem wykonali$my poprawne obliczenia.

149 —1+1 -2+3-1
A ' A=—|=-3+3 347 6+1-7
_—3+3 3-3 6+1+3

. 10 0 O
—-0 10 0 |=1
10
0 0 10
10 0 O

1~010 0|=1

0 0 10

Opracowanie KR





