Zad. 13 (wektory-1)

Wektor a tworzy z osig OX kat 60°, a z osig OZ kat 135°. Jaki jest kat pomiedzy wektorem a
i osig OY?

Rozwigzanie
Skorzystamy z wlasnosci cos’o + cosZB + coszy =1.

Wyprowadzenie tej relacji jest trescig oddzielnego zadania (poprzedniego na tej liscie, nr 12),
tutaj tylko krotki komentarz. Cosinusy kierunkowe wektora o wspotrzednych [a,b,c] mozemy
wyrazi¢ wzorami cos o = a/l, cos B =b/l, cos y = ¢/l, gdzie 1 — dtugos¢ wektora. Poniewaz ?=
a’ + b? + ¢, tatwo uzasadniamy prawdziwo$é tej wlasnosci.

) . 2
Mozemy wigc obliczyé cos?p = 1- cos?a- cos’y = 1 — Y - 15 = 1/4. Zatem cosp = % , p=45°.

Zad. 15 (wektory-1)

Obliczy¢ objetosé czworo$cianu o wierzchotkach w punktach L1(0,0,1), L»(0,1,0), L3(-1,0,1)
i L4(1,-1,0).

Rozwiazanie

W rozwigzaniach dwoch kolejnych zadan skorzystamy z ogdlnych spostrzezen, dotyczacych
objetosci bryl rozpietych na wektorach.

W dodatnio zorientowanym uktadzie wspotrzednych iloczyn mieszany opisuje objetosé
réwnolegloscianu rozpigtego przez dane trzy
wektory (patrz rys. obok). Iloczyn mieszany mozna
traktowac jako jeszcze jedno oznaczenie
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wyznacznika: iloczyn mieszany trzech wektorow /
jest rowny ich wyznacznikowi badZz wyznacznikowi
macierzy stopnia 3 z wektorami zapisanymi w niej
wierszowo badz kolumnowo (transponowanie ashxc
macierzy nie zmienia wyznacznika),
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det A= 8,187,833 + 8138183, + 83185853 = 831825813 81832853 — A3 Ay,

W rozwigzaniu kolejnego zadania skorzystamy z tej wtasnie zaleznosci, tu jednak
zastanowmy si¢ jeszcze nad zwigzkiem miedzy objetosciami réznych bryt: rownolegloscianu,
ostrostupa i czworoscianu. Skorzystamy z ponizszego rysunku. Jak wiemy ze szkolne;j
geometrii, objetos¢ ostrostupa ABCDD’ stanowi¢ bedzie 1/3 objetosci graniastostupa
ABCDA’B’C’D’. Z kolei objetos¢ czworoscianu ABCD’ stanowi %2 objetosci rozwazanego
przed chwilg ostrostupa. Zatem do obliczenia objetosci czworoscianu mozemy wykorzystac
wzOr:



V = 1/6 |det A|, gdzie wyznacznik A powstaje przez
wpisanie w poszczegolne wiersze wspotrzednych
wektorow wychodzacych z jednego wierzchotka.

W naszym przyktadzie:
L;L,=1[0,1,-1]
L;Ls=[-1,0,0]
LiLs=[1,-1,-1]

Otrzymamy V = 1/3.

Zad. 16 (wektory-1)

W punktach A(-2,-1,0) i B(-3,2,1) zaczepione sg dwa wektory: AC =[2,-4,1] i BD =[0,-4,3].
Zbuduj réwnolegltoscian oparty na tych wektorach i oblicz jego objetosé.

Rozwiazanie

Do okres$lenia réwnolegloscianu uzyjemy trzech wektorow wychodzacych z jednego punktu,
np. A. Musimy tylko okresli¢ potozenie punktu D (co jest mozliwe w oparciu o wspotrzedne
B i wektora BD): D(-3,-2,4). Wowczas:

AB =[-1,3,1]
AC =[2,-4,1]
AD =[-1,-1,4]

Warto$¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego — czyli wyznacznika zbudowanego na podanych
przed chwilg wspotrzednych wektorow — daje nam szukang objgtosc: V = 18.

Zad. 17 (wektory-1)

Wektory AB = [0,-4,0], AC =[0,0,-4], AD = [4,0,0] tworza krawedzie pewnego
czworo$cianu. Oblicz pole powierzchni tego czworoscianu.

Rozwigzanie

Powierzchnie czworos$cianu stanowig trojkaty.

Jak wiadomo, miarg pola powierzchni trojkata (czyli

potowy rownolegtoboku zbudowanego na wektorach — axb
patrz rysunek obok) moze by¢ potowa warto$ci iloczynu
wektorowego dla odpowiedniej pary wektorow.

g p ) pary b |axb|
Wiystarczy wiec obliczy¢ odpowiednie iloczyny 6
wektorowe 1 po podzieleniu ich wartosci przez 2 dokonac =

Zsumowania.



Dla kazdej pary podanych wektoréw wynikiem mnozenia wektorowego jest wektor

0 dlugosci 16. Pola powierzchni $cian ABC, ABD i ACD sg wigc rowne 8, ich suma — 24.
Pozostaje jeszcze $ciana BCD — musimy okresli¢ tworzace ja wektory, np. BC = AC — AB =
[0,4,-4] oraz BD = AD — AB = [4,4,0]. Wynikiem pomnozenia wektorowego BC i BD jest

wektor [16,-16,-16] o dtugosci 16+/3 . Pole powierzchni $ciany BCD wynosi wiec 8 /3,

a cale pole powierzchni czworoscianu — P = 24 + 8 V3.

Zad. 436 (wektory-2)

Wykaza¢, ze (2a + b) x (a + 2b) =3a x b.

Rozwigzanie

W przypadku dziatan na wektorach stosujemy réwniez uniwersalne prawa dziatan

na wyrazeniach algebraicznych, przy czym istotne jest zachowanie porzadku tych dziatan
(iloczyn wektorowy nie jest przemienny, poniewaz a x b = - b x a). Dodatkowo warto
zauwazy¢, ze iloczyn wektorowy w przypadku mnozenia przez ten sam wektor (np. a x a
lub b x b daje zero (gdyz sinus kata migdzy takimi wektorami wynosi zero).

Otrzymujemy wiec: (2a+ b) x (a+2b)=2axa+4axb+bxa+2bxb=3axb
(poniewaz b x a = - a x b).

Zad. 437 (wektory-2)

Obliczy¢ pole rownolegtoboku zbudowanego na wektoracha=m + 2nib =2m + n, gdzie m
I n sg wektorami jednostkowymi tworzacymi ze sobg kat 30°.
Rozwigzanie

Pole rownolegtoboku zbudowanego na wektorach mozna okresli¢ jako wartos¢ iloczynu
wektorowego a x b. Korzystajac z uwag przedstawionych w poprzednim rozwigzaniu,
obliczamy:

axb=(M+2n)x(2m+n)=2mxm+mxn+4nxm+2n xn=-3m xn.

Poniewaz m i n to wektory jednostkowe, wartos¢ iloczynu wektorowego m x n, zgodnie
Z definicjg, wyniesie m-n-sin 30°, czyli Y2 (gdyz m = n = 1). Ostatecznie | a x b | = 3/2.
Taka jest tez szukana warto$¢ pola rownolegtoboku.

Zad. 440 (wektory-2)

Wykaza¢, ze punkty A(2,-1,-2), B(1,2,1), C(2,3,0) i D (5,0,-6) leza w jednej ptaszczyznie.

Rozwigzanie

Skorzystamy tu z wlasnos$ci liniowej zaleznosci wektorow: punkty A,B,C 1 D mogg leze¢
W jednej ptaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy wektory AB, AC i AD sg liniowo zalezne
(a wiec wyznacznik macierzy, ktorej wierszami sg wspotrzedne tych wektorow, wynosi zero).

Obliczamy wspoirzgdne wektorow:

AB =[-1,3,3], AC=[0,4,2], AD =[3,1,-4]



i obliczamy warto$¢ wyznacznika opartego na tych wektorach — det |A| = 16+18-36+2 = 0.
Skoro wektory AB, AC i AD sg liniowo zalezne, mozemy jeden z nich przedstawic¢ jako
kombinacj¢ liniowa dwoch pozostatych (patrz rozwigzanie zad. 441 ponizej), a to znaczy,
ze punkty A, B, C 1D leza w jednej ptaszczyznie.

Zad. 441 (wektory-2)

Wykazag, ze wektory a = -i +3j +2k, b = 2i -3j -4k i ¢ = -3i +12j +6k sa komplanarne
(wspolptaszczyznowe) i roztozy¢ wektor ¢ na sktadowe o kierunkach wektorow a i b.

Rozwigzanie

Stosujac metode podobng do przedstawionej w rozwigzaniu zad. 440 powyzej, obliczamy
wyznacznik macierzy 3x3, utworzonej na wspotrzednych wektorow ustawionych wierszami:
[-1,3,2], [2,-3,-4] i [-3,12,6] — det |A| = 18+48+36-18-48-36 = 0.

PotwierdziliSmy wigc wspotplaszczyznowos¢ wektorow.

Roztozymy teraz wektor ¢ na sktadowe o kierunkach wektorow a i b: ¢ = aa + b,
po rozpisaniu otrzymujemy uktad réwnan:

-3=-0+2p
12 =3a -3
6 =20 -4p,

w ktorym niezalezne sg dwa pierwsze roOwnania (ostatnie powstaje przez obustronne
wymnozenie pierwszego przez liczbe -2). Rozwigzanie uktadu daje o =5, B = 1.

Zatemc=5a+b.



