Algebra, 2017/2018 zajecia on-line 03.11.2017
G. Karwasz
Rozwiazania, cze¢s¢ 1

1a. lle cyfr znaczgcych ma liczba 04,43341207?

Liczba ta ma 8 cyfr znaczacych : 44334120 . Ostatnie zero liczymy jako znaczace, bo autor
zapisu zapewne chcial przez to powiedzie¢, ze jest ono znaczace.

Uwaga! Wiele programow komputerowych ma tendencje do dodawania lub pomijania zer na
koncu. Trzeba ew. ,,0bej$¢” taki program korzystajac np. z ,,notatnika”.

1a. Jezeli w liczbie 04,433412 niedoktadnos¢ (btgd) ostatniej cyfry wynosi 4, ile
wynosi niedoktadnos¢ (btgd) wzgledna?

To proste:  0,000004/4,433412 =9 x 107

Wigkszej doktadnosci w ocenie btedu NIE wolno podawac.
Zbytnia doktadno$¢ w podaniu btedu jest sporym btedem (w mysleniu!)

1b) Dodaj liczby 45,23+0,04 i 0,2346+0,0001
Wymnoz te liczby.

Szczesliwym trafem obie liczby maja po 4 cyfry znaczace. W mnozeniu wigc otrzymamy
45,23 x 0,2346 = 10,61

[moj stary kalkulator pokazuje 10,610958, ale nie moge tego wyniku nikomu pokazac!]
W dodawaniu mamy 45,23 + 0,23 = 45,46

Uwaga: cze$¢ z Panstwa liczyto oszacowanie ,,z gory” mnozac np. 45,27 x 0,2347. Jest to
poprawnie, ale niepotrzebnie. Na I laboratorium fizycznym moi koledzy naucza Panstwa
liczenia btedow w naprawde skomplikowanych przypadkach. Ale przedtem warto poznaé
pojecie pochodnej czastkowej (czyli po jednej zmiennej, dla funkcji zaleznych od kilku
zmiennych).

Uwaga! podanie wyniku sumowania 45,4646 jest DUZYM btedem!
Podobnie w mnozeniu: w wyniku dopuszczalne sa tylko 4 cyfry znaczace.



2. Sygnat promieniowania gamma po zlaniu sie dwoch gwiazd neutronowych,
zarejestrowany 17.08.2017 nadszedt 1,7 sekundy po fali grawitacyjnej. O ile (w
wartosciach wzglednych) predkos¢ swiatta (promieniowania gamma) w przestrzeni
miedzygalaktycznej jest mniejsza od predkosci swiatta w prézni, jesli wybuch miat
miejsce w odlegtosci 130 min lat Swietlnych od Ziemi. Predkosc¢ swiatta przyjgc
299,8 tys. km/s a rok 365 V4 dni.

Najwiecej problemow stworzyto zadanie z falg grawitacyjng. Szkoda, bo zawiera ono
mnoéstwo tresci uzytecznych w codziennym zyciu.

1) Przede wszystkim trzeba zdecydowac, z jaka doktadnos$cig prowadzimy obliczenia.

1) predkos¢ swiatta podatem z doktadnoscig do 4 cyfr znaczacych, co sugeruje taka
doktadno$¢ obliczen.

i1) ale rok ma 3 cyfry znaczace i utamek. Utamek zwyktly zostal podany celowo, bo podanie
0,25 sugerowatoby 5 cyfr znaczacych. Z jaka doktadno$cig znamy jeden rok? Pytanie bardzo
wazne, bo bez niego nie byloby dzieta Kopernika. Ot6z jednym z powodow, dla ktorych
zastanawiat si¢ na ruchami Ziemi, byla konieczno$¢ poprawki do kalendarza Juliusza Cezara.

Kalendarz ten, za czasow Kopernika miat juz XV wiekow i roznit sie od kalendarza ,,prawdziwego”,
czyli astronomicznego o 14 dni. Jak pisat trzy wieki wcze$niej Roger Bacon, Wielkanoc, Swieto
ruchome, przesuwata sie niebezpiecznie w kierunku lutego, co mogto sie skonczyé, ze Wielki Post
zahaczytby o karnawat, a przez to mozna by jes¢ w post mieso!

Kalendarz julianski wprowadzit rok przestepny: raz na 4 lata. Stad ta % w utamku. Ale tak naprawde,
rok jest nieco krétszy: o tyle, ze raz na sto lat rok przestepny trzeba usungé. | tak, lata dzielgce sie
przez 4 sg przestepne, ale petne setki nie. Reszte prosze sobie doczyta¢, wracamy do obliczen.

i11) Ile ma doba? 24 godziny, co wskazywatoby na doktadnos$¢ dwoch cyfr. W rzeczywistosci
jest to doktadno$¢ duzo, duzo wigksza. Co prawda obrot Ziemi dookota osi to 23h56m, ale
doba, czyli od potudnia stonecznego do kolejnego potudnia to doktadnie 24 godziny. Te 4
minuty réznicy to skutek obiegu dookota Stonca: 1/365 z 24 godzin.

A to fizycy reguluja dobg tak, aby bylo to 24 godzin, dodajac tak jako$ jedng tysigczng
sekundy raz na sto lat. Bo to fizycy, rowniez na naszym Wydziale, buduja zegary z
doktadno$cia wzgledna lepsza niz 107, czyli prawie jedna sekunde na wiek Wszech$wiata.

iv) Dwie cyfry znaczgce maja natomiast ,,130 mIn” i 1,7 s. Na razie nie potrafimy doktadniej
wyznaczy¢ odleglosci galaktyki NGC4963 (tym bardziej, ze chodzi w niej o konkretng
gwiazdg). Jeszcze gorzej z ,,1,7 s”. Co to znaczy ,,po fali”. Dwie gwiazdy neutronowe o
promieniach 10-20 km zlaly sie¢ w jedna, ale jaki$ utamek sekundy to im zajeto. Pozatem, czy
promieniowanie gamma powstalo w trakcie zlania si¢, nieco przed tym, czy dopiero po
zlaniu?

Wracamy do obliczen.

Rok $wietlny, przy naszej doktadnosci to 365,25 (dni/rok) x 24 (godzin/dzien) x 3600
(sekund/godzine) x 298800 (km/s) x1000 (m/km), czyli 9,461 x 10'* km.

Wikipedia podaje:
9.460530x10™ m (rounded to the seven significant digits in the speed of light)



Light year, Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/Light-year (dostgp 4/11/2017)
[podajemy tytut strony, mozliwie autora, adres strony, date dostepu]

130 mln lat $wietlnych to wigc 9,461 x 10"°( m/rok $wietlny) x 130 x 10° (lat $wietlnych),
czyli 1230 x 10*' m (to podajemy juz tylko 3 cyfry znaczace)

Swiatlo, podrozujace w prozni z predkosceia ¢ = 299,8 x 10° m/s zuzywa na przebycie drogi
s=1230x 10*' m czas ¢ = s/c czyli (1230/299.8) x 10"”° =4,1x 10 " sekund.

Spoznienie o 1,7 sekundy w poréwnaniu do ¢ to tylko (1,7/4,1)x 10°=0,41 x 107!

P.S. Oczywiscie, nie potrzeba przelicza¢ na km 130 mln lat §wietlnych, a jedynie podzieli¢
1,7/(130x10° x 365,25 x 24 x 3600) =4,1 x 10'°

Wynik podajemy z doktadnoscia do dwoch cyfr znaczacych, bo zarowno 1,7 jak 130 maja je
tylko dwie. Doktadnos$¢ oszacowania to jakies 0,1/4,1 czyli okoto 2,5%.

3a. Dane sg punktu A(2,3) i B(-1,3). Podaj wspotrzedne wektora AB i wektora BA
[tu uzywam podkreslenia zamiast strzatki nad AB]

Z tym zadaniem nie mieli Panstwo ktopotu:
[AB]=[ xg-xa, ys—ya] = [-1-2, 3-3] = [-3,0]
Wektor BA ma oczywiscie wspotrzedne przeciwne: [BA]=[3,0]

3b. Dane sg wektory a = [4,1] i b = [-1, 6]. Znajdz wektor bedgcy sumg tych
wektorow. Narysuj wektory i ich sume w ukfadzie wspoétrzednych. Oblicz dtugosc
wektoréw i ich sumy.

Suma wektoréw to suma ich odpowiednich wspotrzednych, niezaleznie ile mamy
wspotrzednych 1 wektorow do sumowania. Wektorami w informatyce jest mndstwo obiektow,
np. odpowiednio zakodowane rysunki.

c=a+b=[4-1, 1+6] = [3,7]

Dhugoé¢ wektora obliczamy z twierdzenia Pitagorasa |aj=\(a," +ay2) =~17; |bj=V37; |c[=V58
Dhugos$¢ |a| to nieco ponad 4, |b| to nieco ponad 6, a suma |¢| jest mniejsza niz 10.

—y—a
—vy—b
—s— c=atb




4a. Kon ciggnie woz po poziomej drodze poprzez dyszel nachylony do poziomu pod
katem 15°. Obliczy¢ prace wykonang przez konia na drodze 100 metréw, jesli ciggnie
on z sitg 1200 N.

Decydujemy, z jaka doktadnoscig chcemy wykonac obliczenia. Zarowno 100 m, jak 1200 N i
15° sugeruja, ze 2-3 cyfry wystarcza.

Praca W jest iloczynem skalarnym wektora przesunigcia s 1 wektora sity F
W=Fcos

Z definicji iloczynu skalarnego W = |F| - |s| - cos (F, s)
czyli podstawiajac warto$ci liczbowe
W = 1200 x 100 x cos(15°) = 1200 x 100 x 0,966 = 1, 16 x 10° J (prace mierzymy w dzulach)

Niektorzy z Panstwa napisali cos(15°) = cos(45°) - cos(30°) + sin(45°) - sin(30°) =
= (\2/2) - (N3/2) + (\2/2) - (1/2) =V6/4 + \2/4 =(2,45+ 1,41)/4 = 0,965

[nieco inaczej, ale w granicach btgdu; mozna byto bezposrednio odjac pierwiastki na
kalkulatorze, to otrzymamy 0,966

4b. Oblicz iloczyn skalarny wektorow k = [-2, 4, 1]im = [3, 2, -2]
Szczesliwym trafem ke m=-2-3 +4-2+ 1-(-2) =0

Potrafimy sobie wyobrazi¢ dwa takie prostopadte wektory?

A
V4

X

Kto zna jaki$§ program komputerowy do rysunku technicznego moze zrobi¢ to lepie;j.
Na kursie rysunku technicznego rozrozniano kiedys rzut aksonometryczny, izometryczny itd.

& &

http://www.instsani.pl/65/rzutowanie-aksonometryczne



5a. Sprawdz, czy wektory u = [2, 3] i v = [6, - 4] sg prostopadte. Narysuj te wektory
w ukfadzie wspoétrzednych.

Prostopadtos¢ wektorow sprawdzamy z iloczynu skalarnego

u°v=(uwx+uyvy) =12 - 12 = 0, czyli wektory sa prostopadte.
5b. Oblicz cosinus kgta miedzy wektoramiu =[4, 3]i v=1[-4, 3]

Cosinus kata obliczymy korzystajac z definicji iloczynu skalarnego
acb=|a|-|b|-cos(a,b),
czyli cos(a,b)= acb/(|al-|b])

Dtugos$ci obu wektorow |u| = [v| =5 (sprawdz!)
Iloczyn skalarnyuev=—-16+9=-7

cos (u, v) = =7/25=-0,28
Cosinus jest ujemny dla katéw o w drugiej ,,cwiartce” uktadu wspotrzednych 90° < a < 180°.

Méj kalkulator, pod funkeja ,,cos™” (czyli arccos) podaje kat 106°. Sprawdz sam na rysunku.
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Mniej wigcej pod tym katem sg ustawione dwa atomy wodoru w czasteczce H,O.



6. Rozloz podane wyrazenia na czynniki  a) x° — 27 b) a*+ b*- c* - 2a°h?

a) Korzystamy ze wzoru a—b=(a—-b) (@ +ab+ b
X =27=x-3)(x>+3x+9)
b) Korzystamy z ogblnego wzoru a—b*=(a-b)a-b) izewzoruna (a—b)

W tym przyktadzie mamy:
b A28 = (a2 B — = (P B — (A = (- B - A) (- B+ )

7. Rozléz na utamki proste: a) 4/(x?- 4x + 3) b) (x—3)/(xX* - x—6)

Rozktadamy na utamki proste, aby moc je (kiedy$ pozniej na Analizie) catkowaé. Utamki
proste majg mianowniki postaci (x —x;) 1 (x — x2), gdzie x » sg pierwiastkami rownania
kwadratowego podanego mianownika.

a) Liczac A (lub zgadujac) mamy x;=3, x,=1
Szukamy wigc utamkow postaci

4 _ 4 N B :A(x—1)+B(x—3):x(A+B)—A—3B
¥ —4x+3 x-3 x-1 (x=3)(x-1) (x=3)(x-1)

Mamy stad dwa warunki 4+B=0 1 —-A-3B=4
Podstawiajac z pierwszego réwnania 4 = —B do drugiego rownania dostajemy —28 =4
czyliB=-2,awiec4=2
4 22
X’ —4x+3 x-3 x-1

Przyktad b) jest duzo prostszy, gdyz jednym z pierwiastkOw mianownika jest x;=3
X —x—6=(x-3)(x+2) [sprawdz!]

x-3 (x=3) 1
X*—x—6 (x=3)(x+2) x+2

8. Usun niewymierno$é z mianownika a) (N2 — 1)/ (v2 + 1) b) V2 /(N3 +V5)

Usuwamy niewymiernosci mnozac mianownik (i licznik) tak, aby pojawito si¢ wyrazenie
typu a*- b

Potrzebne bedzie to przy okazji liczb zespolonych (czyli liczb postaci a+bi gdzie i = V-1).
Pokazemy to na przyktadach

V2-1 (2-DW2-1) 2-242+1
= = =3-2+2
VB W2ebazon | 2 V2

by M2 __ V26B-V5) V6410 _10-Ve
V3445 (B+I5EBE-5) 35 2




