1.5. Iloczyn wektorowy.

Definicja 1.12

1 0 0
Niech i=[0|, j=|1|oraz k=|0|.
0 0 1
[loczynem wektorowym wektorow a = aji + ayj + ask oraz b = byi + byj + bsk nazywamy
a, das, |4, as, |4, 4, . .
wektor axb = b b, i— b b Jj+ b b, k = (axbs — byaz)i — (a1bs — azby)j + (a1by — axby)k

Skrotowo mozna iloczyn wektorowy zapisa¢ w postaci wyznacznika:
i j k

axb=|a, a, a,|. Ponizej podano tez metode¢ Sarrusa obliczenia takiego wyznacznika.
bl b2 b3

Praktyczne zastosowanie w rozwigzaniu zadania na str. 22.

Przyklad 1.6

Znalezé a x bijeslia=1[2,-1,6]ib=[-3,5, 17"

Rozwiazanie
i j k
-1 6/, |2 6. |2 -1
axb=2 -1 6/= i— Jj+ k=
5 1 -3 1 -3 5
-3 5 1

= (-1 -30)i - (2 + 18)j + (10 — 3)k = -31i — 20j + 7Tk = [-31, -20, 7]". ©

Metoda Sarrusa

Wyznacznik trzeciego stopnia mozna obliczy¢ stosujac skrocong metode zwang metoda
(regula) Sarrusa. Metoda ta odnosi si¢ tylko 1 wylacznie do wyznacznikow stopnia trzeciego.
Polega ona na dopisaniu pod odpowiadajaca obliczanemu wyznacznikowi macierza pierwszy,
a potem drugi wiersz (alternatywa jest dopisanie po prawej stronie pierwszej, a nast¢pnie
drugiej kolumny), przez co otrzymujemy nast¢pujacy schemat:

ap \ ap, / ai;

X X
) ><a32>< %\
: P /au \an\
/aﬁ aB\ |

=ay1Apdsy +ayA30;3 T 431015053 — 13003 — Ay3dzpd) —A33d;pdy).




Twierdzenie 1.3

Wektor a x b jest ortogonalny do wektorow a 1 b.

Dowod:Wystarczy wykazac, ze (a x b)-a = 0 oraz (a x b)-b = 0.

a, 4, a, a a a,
b, b, b, b, b, b,

= (azb3 — baaz)a; - (a1bs — biaz)ay + (ai1br — biaz)az =
arbs a1 - brazay - a1bz ar + biazax + a1by az - biaraz = 0.

(axb)-a= a, — a, + a, =

Podobnie dowodzimy, ze (a x b)-b=0. O

W interpretacji geometrycznej, rys. 11.6, twierdzenie 11.3
pokazuje, ze jesli wektory a i b zaczepione s3 w jednym
punkcie, to iloczyn wektorowy axb jest wektorem
prostopadtym do ptaszczyzny wyznaczonej przez a i b. Jego
zwrot wyznaczony jest za pomocg reguly sruby prawoskretne;:
obracajac wektor @ w strong wektora b zgodnie ze strzatka,
wybieramy zwrot wektora a x b wskazany przez ,,wkrecanie
si¢” Sruby prawoskretne;j.

[loczyn wektorowy, podobnie jak skalarny, moze by¢ uzyty do
wyznaczania kata miedzy wektorami.

Twierdzenie 1.4

Rys. 11.6

Jesli @jest katem migdzy dwoma niezerowymi wektorami a 1 b, to

la x bl = ld |bl sin 6

Z powyzszego twierdzenia oraz z wtasnos$ci sin 0 = 0 wynika nastepujacy wniosek.

Whiosek 1.3

Niezerowe wektory a i b sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a x b =0

[loczyn wektorowy ma nastgpujace wiasnosci.

Twierdzenie 1.5

Jesli a, b i ¢ s3 dowolnymi wektorami, 0 jest wektorem zerowym, m= 0 jest skalarem, to:

a) ax0=0xa=0,

b) axb=-bxa,

c) (ma) x b=m(a x b)=a x (mb),
d) ax(b+c)=(axb)+(axc),
e) (atb)yxc= (axc)+(bxc),
f) (axb)-c =a-(bxc),

g) ax(bxc) =(a-c)b—(a-b)c.




Zastosowania.

Twierdzenie 1.6

Pole rownolegloboku, ktérego przylegtymi bokami sa wektory a i b, jest rbwne P = la x 8l .

Dowod.

Niech a 1 b beda przyleglymi bokami
rownolegtoboku, a @ niech bedzie katem migdzy
nimi, rys. 11.7. Ze wzoru na pole réwnolegtoboku
mamy:

P = ld |blsin 6.

Zatem zgodnie z twierdzeniem 11.4,

P= |a><b|. |

Przyklad 1.6

VA

b bl sin &

a

Rys. 11.7

xV

Obliczy¢ pole réwnolegtoboku, ktérego kolejnymi wierzchotkami sa punkty o wspdtrzednych

2,5,3),(1,-1,3)i(5,4,2).

Rozwigzanie

Majac trzy kolejne wierzchotki mozemy utworzy¢ trzy réwnolegloboki. Poniewaz pole
kazdego réwnolegloboku jest rowne podwojonemu polu trojkata utworzonego przez trzy
kolejne wierzchotki, zatem pola tych réwnolegtobokow beda jednakowe. Wystarczy wyliczy¢
pole jednego z nich, np. réwnolegloboku, ktérego przyleglymi bokami sg wektory a o
poczatku w punkcie (1,-1,3) i koncu w punkcie (2,5, 3) oraz b o poczatku w punkcie

(1, -1, 3) i koncu w punkcie (5, 4, 2).
Wektory te maja nastgpujace wspolrzedne.

a=Q2-Di+G+1)j+@-3)k=i+6j, b=(5-Di+ @+ 1)j+(2-3)k=4i+5—k

Zatem
i j k
6 0, |1 0, |1 6
axb={1 6 0|= i- Jj+ k
5 -1 4 - 4 5
4 5 -1

axb=-6i+j-19%.

Zatem P = la x Bl = {/(=6)> + 1> +(~19)> =+/36+1+361=+/398 . ©



Zad. Czy wektory [1,1,1], [0,1,1]1[1,0,0] sa liniowo niezalezne?

Wektory a,, a,, ... a, s3 liniowo niezalezne, jesli zaden z nich nie jest kombinacja liniowa
pozostatych, to znaczy nie istnieje taki zestaw liczb ay, ao, ... a,, 7€

a,= Z’;Zl a,a; gdziej#i.

Dla podanych trzech wektorow widac, ze nie s one liniowo niezalezne: pierwszy wektor jest
sumg drugiego i trzeciego.

0 1 1
L[+]0(|=]|1
1 0 1

Wektory sa liniowo niezalezne, gdy wyznacznik macierzy z nich utworzonej jest rozny od
zera. Sprawdzmy, Ze

1 0 1
1 1 0=0
1 10

Przedstaw wektor w=[2,2,3] w postaci kombinacji liniowej wektoréw a=[1,0,1], b=[0,1,1] 1
¢=[1,0,0]
Sprawdzmy, czy podane trzy wektory sg liniowo niezalezne

1 0 1
0 1 0]=-Ilczylite wektory sg liniowo niezalezne
1 1 0

Szukamy liczb a, b, c takich, ze aa + bb +ce =w

1 0 1 2
czylia| 0 |[+b| 1|+ 0|=]|2
1 1 0 3

Jest to uktad trzech rownan liniowych z trzema niewiadomymi, a, b, c.
Mozemy go zapisac jako

atc=2

b=2 (*)
a+b=3, skadotrzymujemya=1,b=2,c=1.

Sprawdzamy:
1 0 1 2

O(+2|1|+]0|=|2
1 1 0 3

Za pomocg kombinacji liniowej podanych tu wektoréw a, b, ¢ mozna przedstawi¢ dowolny
wektor w przestrzeni trojwymiarowej, moga wigc one stanowi¢ baze w takiej przestrzeni.



Zad. Dla wektora w = [- 1,3] znalez¢ sktadowa rownolegla i prostopadta do wektora b = [3,4]

A

v

Diugos¢ sktadowej rownoleglej |w| znajdziemy z definicji iloczynu skalarnego.
Przypominamy

a

1)

v

a*b=|a|:|b| cos ¢

Zauwazmy, ze |a|cose to rzut wektora a na wektor b czyli
|ajcosp= (a - b)/ |b| *)

Obliczmy dla podanych wektorow dtugos¢ wektora b
bi=V(3*+4%) =5

Iloczyn skalarny wektoraw [-1, 3]
1 wektora b [3, 4]

wynosi -3+12 =9, czyli dlugo$¢ rzutu wektora w na wektor b wynosi ze wzoru (*) |w|[=9/5.

Wektor w|| znajdziemy mnozgc t¢ dtugoS¢ przez wersor (czyli wektor o dugosci 1)
réwnolegty do wektora b

w|=w| - b/|b|=9/25- [3,4] =[27/25,36/25] (poréwnaj na rysunku)

Ogodlnie, wzor na wektor ag, bedacy sktadowa wektora a réwnolegta do wektora bwynosi
aob

bl

Sktadowa prostopadia do wektora b znajdziemy jako r6znicg migdzy wektorem wi w||

wi=w-w| = [-1,3] - [27/25,36/25] =[-52/25, 39/25] (poréwnaj na rysunku)

a

Sprawdzmy, jeszcze czy wektory wLiw| sg prostopadte, czyli wi -w| =0
5227 3639

2525 2525



