1.4. Iloczyn skalarny wektorow.

Definicja 1.10

al bl
Niecha=|---| 1b=|---|. lloczynem skalarnym wektoréw a 1 bo tych samych wymiarach
a, b,
nazywamy:
bl
a-b=atb=[a1 an]'“ =a1b1+a2b2+...+anbn.
b

n

Z powyzszej definicji wynika, ze iloczyn skalarny dwdch wektorow jest liczba.



KS
Prostokąt


Niektore wtasnosci iloczynu skalarnego:

Niech a, b 1 ¢ bedg wektorami i niech k bedzie liczba. Zachodza nastepujace wtasnosci:
a) a-a= | dl?,

b) a-b=b -a,

c) a-(b+c)y=a-b+a-c,

d) (ka)-b=k(a -b)=a -(kb),

e) 0-a=a-0=0

Iloczyn skalarny jest czesto wykorzystywany do znajdowania kata zawartego miedzy
wektorami. Vi

Definicja 1.11

Niech a 1 b bedg wektorami AlXer V)

niezerowymi zaczepionymi w jednym -
punkcie. Katem migdzy wektorami a 1 a

b nazywamy mniejszy z katéw
wyznaczonych przez te wektory. 0

el B(Xp, Y»)

xV

Na rysunku 114, kat miedzy Rys. 11.4
wektorami a 1 b oznaczony jest
symbolem 6.

Twierdzenie 1.1

Jesli @jest katem miedzy niezerowymi wektorami a i b, to:
a-b=lal bl cos @

Dowad:
Jesli b # k a, o znaczy jesli wektory a i b nie sg rownolegle, to mamy sytuacje przedstawiong
na rys. 11.4. Stosujac twierdzenie cosinuséw do trojkata AOB otrzymujemy:

| 4B%=ld*+ 6%~ 2ld 6l cos 6.

Zatem, podstawiajac wspotrzedne poszczegdlnych wektorow, otrzymujemy:

O —Xa)* + b~y =%a +ya + x5+ -2lal |l cos @

Po podniesieniu nawiasoOw do kwadratu i zredukowaniu mamy:

=2XaXp = 2Yayp = - 2 lal 16l cos 6, co po podzieleniu przez (-2) daje udowadniang rownos¢. o

Z powyzszego twierdzenia wynikaja wazne wnioski.




Whiosek 1.1

Jesli @jest katem miedzy niezerowymi wektorami a 1 b, to:

cos @ =

ab
a9

Whiosek 1.2

| Dwa niezerowe wektory a 1 b sa ortogonalne wtedy 1 tylko wtedy, gdy a - b= 0.

Przyklad 1.4
Sprawdzi¢ ortogonalnos¢ wektorow:

2. {3}
a) a= 1b=
| —3] -2

[-3] 2
b)ya=| 5 [ib=| 8

| 2 ] -17
Rozwiazanie

a)a-b=2-3+(-3)-(-2) =6 + 6 =12. Wektory nie sg ortogonalne.

b)a-b=(3)-2+5-8+2-(-17)=-6 + 40 — 34 = 0. Wektory sg ortogonalne. O

v

S‘@‘cos@fo R

v

S R Rys. 11.5

‘@‘cosé’ >0

Jesli wektory ‘@‘ i ‘ITR ‘ sg zaczepione w tym samym punkcie, 1 jesli punkt S jest rzutem

?qcosﬁ

ortogonalnym punktu Q na prosta wyznaczong przez punkty P i R, to skalar



cosf jest

bedziemy nazywali komponentem wektora ‘@‘ wzdlui‘ﬁé‘. Zauwazmy, ze ‘P 0
dodatni jesli 0 < < 1/2 lub ujemny jesli /2 < 8< . Dla 8= n/2 komponent jest rowny O.
PO-PR

‘_, Wz06r ten mozna zastosowac do obliczania wartos$ci
PR‘

Zauwazmy, Ze ‘P Q‘ cosfd =

pracy wykonanej przez sil¢ dzialajaca pod katem € do kierunku ruchu przesuwanego ciata.

Zat6zmy, ze mamy do czynienia z sytuacja przedstawiong w pierwszej czesci rysunku 11.5,
tzn. sita @ przyltozona jest w punkcie P i powoduje przesunigcie tego punktu o wektor PR.

Wektor PO jest suma wektorow PS i SO, a wektor SO jako prostopadty do kierunku

przesunig¢cia nie wptywa na przesunigcie punktu P. Wykonana praca moze wigc by¢ zapisana
W postaci :

w=|PS ‘ﬁé ‘ ,

gdzie

‘P_S: = ‘P—Q‘ cosd .

Stad

W = ‘IJ_QHEQ"COSQ = P—Qﬁ
Zatem

Twierdzenie 1.2

Praca wykonana przez stalg sile @ , ktora spowodowata przesunigcie punktu przyltozenia sity

o wektor PR jest rowna iloczynowi skalarnemu wektoréw PQ i ﬁ, W= @ .PR.

Przyklad 1.5.

Wartos$¢ i kierunek statej sity wyrazone sg za pomoca wektora a = [5 2 6]t . Obliczy¢ prace

wykonang przez t¢ sile podczas przesuwania pewnego ciata z punktu P(1, -1, 2) do punktu
R(4,3,-1).

Rozwiazanie.

Najpierw obliczamy wspotrzedna wektora PR.
Otrzymujemy PR = [3, 4, -3]".

Zgodnie z twierdzeniem 11.2 warto$cig pracy jest:
a- PR=53+24+6-(3)=5.

Jesli przesunigcie wyrazone byto w metrach a sita w niutonach, to jednostka pracy jest dzul.
Mozemy wigc powiedzie¢, ze wykonana zostala praca W=51J. o




